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1. Podstawowe dane statystyczne

Sposrod 36 859 tegorocznych absolwentow szkdt ponadgimnazjalnych w naszym
okregu do egzaminu maturalnego z matematyki przystapito 7635 absolwentow (20,7%
przystepujacych po raz pierwszy). 6177 os6b wybrato matematyke jako przedmiot obo-
wigzkowy, w tym 3656 absolwentéw wybrato poziom podstawowy, zas 2521 poziom roz-
szerzony (pozostali, w liczbie 1458 wybrali matematyke jako przedmiot dodatkowy) -

tabela 1.

Tabela 1. Liczby zdajacych egzamin maturalny z matematyki - zestaw standardowy

Liczba zdajacych
Wyszczegblnienie obowigzkowo dodatkowo
poziom poziom poziom RAZEM
podstawowy | rozszerzony RAZEM rozszerzony
OKE Wroctaw
LO 2366 2456 4822 1328 6150
LP 350 22 372 39 411
LU 20 20 1 21
T 914 43 957 89 1046
TU 6 6 1 7
RAZEM 3656 2521 6177 1458 7635
dolnoslaskie
LO 1806 1948 3754 1015 4769
LP 278 22 300 38 338
LU 16 16 1 17
T 555 29 584 61 645
TU 2 2 1 3
RAZEM 2657 1999 4656 1116 5772
opolskie

LO 560 508 1068 313 1381
LP 72 72 1 73
LU 4 4 4
T 359 14 373 28 401
TU 4 4 4
RAZEM 999 522 1521 342 1863

Zdajacy, ktérzy wybrali matematyke jako przedmiot obowigzkowy musieli uzyskac co
najmniej 15 punktéw sposréd 50 mozliwych do zdobycia w arkuszu egzaminacyjnym.
Srednia zdawalno$é egzaminu w catym okregu wyniosta 79% na poziomie podstawowym
i 97% na poziomie rozszerzonym. Zdawalno$¢ byta wyzsza w wojewddztwie opolskim
(odpowiednio 80,2% i 98,1%) niz w wojewddztwie dolnoslaskim (78,6% i 96,7%) i silnie

! Wszystkie statystyki w opracowaniu podano wedtug stanu na dzierh 30 06 2009 r.




zalezata od typu szkoty - byta najwyzsza w liceach ogolnoksztatcacych (85,7% i 97,3%),
nizsza w technikach (72,1% i 86%) i w liceach profilowanych (56% i 81,8%) - tabela 2.

Tabela 2. Wskazniki dotyczace zdawalnosci egzaminu maturalnego z matematyki

Uzyskali co najmniej 30% pkt na egzaminie obowigzkowym
Wyszczegolnienie poziom podstawowy poziom rozszerzony razem
liczba % liczba % liczba %
OKE Wroctaw
LO 2027 85,7 2390 97,3 4417 91,6
LP 196 56,0 18 81,8 214 57,5
LU 5 25,0 5 25,0
T 659 72,1 37 86,0 696 72,7
TU 3 50,0 3 50,0
RAZEM 2890 79,0 2445 97,0 5335 86,4
dolnoslaskie
LO 1537 85,1 1891 97,1 3428 91,3
LP 163 58,6 18 81,8 181 60,3
LU 4 25,0 4 25,0
T 384 69,2 24 82,8 408 69,9
TU 1 50,0 1 50,0
RAZEM 2089 78,6 1933 96,7 4022 86,4
opolskie

LO 490 87,5 499 98,2 989 92,6
LP 33 45,8 33 45,8
LU 1 25,0 1 25,0
T 275 76,6 13 92,9 288 77,2
TU 2 50,0 2 50,0
RAZEM 801 80,2 512 98,1 1313 86,3

Sredni wynik procentowy na poziomie podstawowym wynidst 47%, zaé na poziomie
rozszerzonym 55,3% (a dokfadniej: 64% dla tych zdajacych, ktérzy matematyke na po-
ziomie rozszerzonym wybrali jako przedmiot obowigzkowy i 40%, jezeli byt to przedmiot
dodatkowy) - tabela 3.

Tabela 3. Sredni wynik procentowy zdajacych egzamin maturalny z matematyki

Sredni wynik procentowy
Wyszczegdlnienie obowigzkowy dodatkowy
PR razem
PP PR PR
OKE Wroctaw
LO 51,5 64,3 42,1 56,6
LP 35,1 53,2 18,3 30,9
LU 19,3




T 40,6 53,1 19,2 30,2
TU 22,7 2,0 2,0
RAZEM 47,0 64,0 40,0 55,3
dolnoslaskie

LO 50,9 64,0 41,9 56,5
LP 36,5 53,2 18,6 31,3
LU 18,1
T 39,0 48,3 18,4 28,0
TU 16,0 2,0 2,0
RAZEM 46,7 63,7 39,7 55,2
opolskie
LO 53,6 65,5 42,7 56,8
LP 29,7 6,0 6,0
LU 24,0
T 43,2 62,9 21,0 35,0
TU 26,0
RAZEM 47,9 65,4 40,8 55,7

Dwa kolejne wykresy ilustrujg rozktady wynikdw punktowych na kazdym poziomie
egzaminu. Wyniki zostaty pogrupowane w klasy o diugosci pieciu punktéw z arkusza -
wykresy 1. i 2.
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Wykres 2. Rozktad wynikéw punktowych na egzaminie maturalnym z matematyki na poziomie
rozszerzonym w maju 2009 r. (zdajacy po raz pierwszy)

Uwage zwracajg rdoznice w ksztatcie rozktaddéw oraz liczebnosci grup osiggajacych
najwyzsze oraz najnizsze wyniki na egzaminie. Dodajmy, ze maksymalng liczbe 50 punk-
tow na poziomie podstawowym uzyskaty 4 osoby, zas$ na poziomie rozszerzonym 50
0sOb. Na drugim biegunie sg zdajacy, ktorzy nie uzyskali Zzadnego punktu - byto 7 takich
0sOb na poziomie podstawowym i 45 na poziomie rozszerzonym.

Arkusze egzaminacyjne (standardowe)

Centralna Komisja Egzaminacyjna przygotowata dwa arkusze egzaminacyjne, a
w kazdym znich 11 zadan otwartych o zréznicowanej punktacji. Zadania badaty
umiejetnosci opisane we wszystkich trzech obszarach standardéw wymagan
egzaminacyjnych (I - wiadomosci i rozumienie, II - korzystanie z informacji iIII -
tworzenie informacji) i byly tresciowo dostosowane do wszystkich dziatow podstawy
programowej (9 dziatdw z zakresu podstawowego i 10 dziatdéw z zakresu rozszerzonego).
Na poziomie podstawowym zdajacy mogt zdoby¢ 36 punktéw za umiejetnosci opisane
w II obszarze standardéw oraz po 7 punktdw za umiejetnosci opisane w I i III obszarze
standardow. Zdajacy na poziomie rozszerzonym mogt uzyskaé¢ 25 punktéw za
umiejetnosci opisane w II obszarze standarddéw, 19 punktéw za umiejetnosci opisane
w III obszarze i 6 punktéw za umiejetnosci opisane w I obszarze. Precyzyjne informacje
dotyczace przyporzgdkowania zadan do standardéw wymagan egzaminacyjnych oraz
tresci podstawy programowej zostaty zawarte w kartotekach obu arkuszy - tabela 4.
i tabela 5.



Tabela 4.

Kartoteka arkusza egzaminacyjnego, matematyka, poziom podstawowy, maj 2009

Nr zadania - Badana umiejetnos¢
maksymalna Nr tresci ze Liczba
liczba Standard standardu I. | punktéw
punktéw Zdajacy:
wyznacza wartosci funlicji dla danych argumentow 11.2)b) 2)a) 2
i miejsce zerowe funkcji
1. rysuje wykres funkgcji 11.2)a) 2)a) 1
5pkt odczytuje whasnosci funkcji liniowej I11.2)b) 2)b) 1
wyznacza liczby catkowite nalezace do danego
przedziatu liczbowego L.1)o) 1)c) 1
podaje opis matematyczny sytuacji przedstawionej
32}“ w zadaniu w postaci uktadu réwnan liniowych 1II.1)a) 3)a) 2
P rozwigzuje ukfad rownan liniowych I1.2)a) 3)a) 1
rozwigzuje nieréwnos¢ kwadratowg zapisang na
3 podstawie tekstu zadania I1.2)a) 3)b) 2
5pkt podaje zbidr wartosci funkcji kwadratowej 11.2)b) 3)b)
przeksztatca wzoér funkcji do innej postaci I1.2)a) 3)b) 2
stosuje prawa dziatan na potegach o wyktadniku
34}<t naturalnym I.2)a) 3)b) 2
P rozwigzuje réwnanie liniowe 1.3)a) 3)a) 1
zapisuje warunki wynikajace z rownosci wielomianéw I11.2)a) 3)c) 1
> rozwigzuje uktad réwnan liniowych I1.2)a) 3)a) 2
5pkt
Rozktada wielomian na czynniki I1.2)a) 3)d) 2
stosuje definicje funkcji trygonometrycznych
do rozwigzania problemu I1.2)a) 4)a) 2
6. uzasadnia nieréwnos¢ I11.2)b) 4)a) 1
Spkt stosuje zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi
tego samego kata do przeksztatcania tozsamosci 11.2)a) 4)c) 2
trygonometrycznych
stosuje wzor na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego 11.2)a) 5)b) 3
7 sprawdza z definicji, czy dany ciag jest geometryczny 1.5)b) 5)b)
6p.kt stosuje definicje sumy n poczatkowych wyrazéow ciggu 1.5)b) 5)b) 1
arytmetycznego )
wykorzystuje wtasnosci funkcji kwadratowej I1.2)a) 3)b) 1
8. dobiera odpowiedni algorytm do rozwigzania zadania II1.1)b) 6)e) 3
4pkt stosuje zwigzki miarowe w figurach ptaskich 1.6)b) 6)b) 1
wyznacza rownanie proste; spetniajacej warunki 11.2)a) 7)a) >
° zadania
4p'kt oblicza wspdtrzedne punktu przeciecia dwéch prostych |I1.2)a) 3)a) 1
wykorzystuje pojecie odlegtosci na ptaszczyznie
kartezjanskiej 1.7)b) 7)b) 1
10. oblicza srednig arytmetyczng I1.2)a) 9)c)
Spkt oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia 11.2)a) 9)b)
11, ?tOSUJe ZW|a_;_k| miarowe w brytach z uzyciem 11.2)a) 8)c) 4
ot rygonometrii
P oszacowuje wartosc¢ liczbowgq 1.1)i) i) 1




Tabela 5. Kartoteka arkusza egzaminacyjnego, matematyka, poziom rozszerzony, maj 2009
Nr zadania - Badana umiejetnos¢
maksymalna Nr tresci ze Liczba
liczba Standard standardu I. | punktow
pUnktéW Zdancy
wykorzystuje pojecia wartosci argumentu
4 i wartosci funkcji 1.2)a) 2)a) 1
4p}<t interpretuje otrzymane wyniki II1.2)a) 2)a) 1
rysuje w uktadzie wspotrzednych zbidr opisany uktadem 111.2)a) 3)a) >
warunkow
zapisuje wielomian, ktory przy dzieleniu przez dany 11.2)a) 3)0) 1
2. dwumian daje wskazany iloraz i dang reszte ’
4pkt wykonuje dziatania na wielomianach 1.3)c) 3)c) 1
wyznacza pierwiastki wielomianu I1.2)a) 3)h) 2
wykorzystuje definicje funkcji wykfadniczej I.4a)R 4)a)R 1
3. rysuje wykres funkcji typu y =|f (x) -b| I1.2)a) 2)c), 2)c)R 2
4pkt - ,
interpretuje liczbe rozwigzan réwnania
z parametrem 111.1)b) 4)a)R 1
wykorzystuje definicje ciagu arytmetycznego I1.2)a) 5)b) 1
podaje opis matematyczny sytuacji w postaci funkcji I11.1)a) 3)b) 1
4. formutuje wnioski wynikajace z postaci badanego
5pkt wyrazenia II.2)R 3)b) 2
postuguje sie definicjg i wtasnosciami funkcji
kwadratowej IL.2)R 3)b) 1
5. wykonuje dziatania na potegach o wyktadnikach
3pkt rzeczywistych I1.2)a) 1)oR 3
postuguje sie definicjq logarytmu I1.2)a) 4)a)R 1
rozwigzuje nieréwnos¢ kwadratowg 1.3)b) 3)b) 1
6. odczytuje z wykresu odpowiedniej funkcji zbior
5pkt rozwigzan nieréwnosci trygonometrycznej I1.2)b) 4)b) 2
w przedziale ograniczonym
zapisuje cze$c¢ wspdlng zbioréw w postaci sumy
przedziatéw liczbowych IL.2)R 1)9) 1
stosuje wlasnosci ciggu geometrycznego 11.2)a) 5)b) 1
rozwigzuje rownanie kwadratowe 1.3)b) 3)b) 1
7. wybiera ciag spetniajacy warunki zadania II1.2)a) 5)b) 1
6pkt stosuje definicje ciggu geometrycznego 11.2)a) 5)b) 1
oszacowuje iloraz sumy dziewietnastu przez sume 111.2)b) 1)d), 1)e) 2
dwudziestu wyrazoéw ciggu geometrycznego ’ !
8 podaje opis matematyczny danej sytuacji problemowej |III.1)a) 6)b), 6)e) 2
dpkt przetwarza informacje do postaci utatwiajacej
P rozwigzanie problemu lIL.1)c) 1)c) 2
9. wyznacza srodek i promien okregu 1.9)a)R 9)a)R 1
Spkt wyznacza réwnanie rodziny prostych (nieréwnolegtych
do I1.2)a) 7)a) 1
osi Oy ) przechodzacych przez dany punkt
analizuje wzajemne potozenie prostej i okregu II1.2)a) 9)b)R 1




stosuje wzor na odlegtos¢ punktu od prostej I11.2)a) 9)b)R 1
wycigga wnioski i zapisuje rownanie prostej I11.2)a) 9)b)R 1
10. analizuje sytuacje i buduje jej model matematyczny I11.1)a) 9)a) 3
4pkt oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia 11.2)a) 9)b) 1
wykorzystuje funkcje trygonometryczne w trojkacie 11.2)a) 4)a) 1
prostokatnym
11. rysuje przekréj ostrostupa ptaszczyzng I11.2)a) 10)a)R
épkt stosuje twierdzenie cosinusow I1.2)a) 8)a)R 3
oblicza pole przekroju ostrostupa I1.2)a) 8)c)

Wskazniki tatwosci zadan

Sredni wynik procentowy zdajacych egzamin maturalny z matematyki na obu pozio-
mach egzaminu (47% na poziomie podstawowym i 55,3% na poziomie rozszerzonym)
jest jednoczesnie wskaznikiem fatwosci catego arkusza. Przy zastosowaniu klasyfikacji
B. Niemierki mozna stwierdzi¢, ze arkusz egzaminacyjny przygotowany dla poziomu pod-
stawowego byt dla zdajacych w naszym okregu trudny, zas dla poziomu rozszerzonego
umiarkowanie trudny. O tym, jaki wplyw mialy poszczegdlne zadania na wielkosé
wskaznika tatwosci kazdego arkusza informujg kolejne dwa wykresy — 3. i 4.
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Wykres 3. Wskazniki tatwosci zadan z arkusza dla poziomu podstawowego, egzamin maturalny
z matematyki, maj 2009 r.

Siedem zadan z arkusza dla poziomu podstawowego (kolejno: 3., 4., 5., 6., 8., 9.
i 10.) okazato sie trudnymi dla zdajacych (wskazniki tatwosci zawarte miedzy 0,2 i 0,49),
zas 4 zadania (1., 2., 7. i 11.) umiarkowanie trudnymi (wskazniki fatwosci zawarte mie-
dzy 0,51 0,69).
Najtrudniejsze w tym arkuszu to:
« zadanie 6. — badajace umiejetnosci tworzenia informacji i korzystania z informacji
w zakresie funkcji trygonometrycznych kata ostrego,
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« zadanie 8. - badajace umiejetnos¢ stosowania podobienstwa trojkatow.
Najtatwiejszymi w arkuszu byty:
« zadanie 1. - badajace umiejetno$¢ sporzadzania wykresu i zbadania wias
funkcji okreslonej wzorem ,klamrowym”,

nosci

« zadanie 3. - badajace umiejetnos¢ rozwigzania zadania tekstowego prowadzacego

do uktadu réwnan liniowych.

Interesujagce wydaé¢ sie moze zestawienie powyzszych wskaznikow tatwosci
z frakcjami opuszczen zadan z tego arkusza - tabela 6. Badanie frakcji opuszczen zosta-

to przeprowadzone w OKE we Wroctawiu na reprezentatywnej losowej prdobie okoto
prac.

Tabela 6. Frakcje opuszczen zadan z arkusza dla poziomu podstawowego — matematyka, maj

40%

2009

Numer 1 2 3. | 4 5 7. 8. 9. 10. | 11.
zadania
Opuszczenia | 0,7% | 5,5% | 3% | 4,9% | 5,7% 3,6% | 6,9% | 3,6% | 1,1% | 3,3%

Najczesciej opuszczanym w arkuszu bylo zadanie 6. — niemal co ésmy zdajacy nie
podjat proby jego rozwigzania. Wigze sie to jednoczesnie z niskg wartoscig wskaznika
tatwosci. Z drugiej strony zadanie 1. - jedno z dwdch najtatwiejszych w tym arkuszu
(obok zadania 2.) byto najrzadziej opuszczane. Uwage zwracajq takze rzadkie opuszcze-

nia zadania 10. - gtdwnie ze wzgledu na podpunkt a) tego zadania.
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Wykres 4. Wskazniki tatwosci zadan z arkusza dla poziomu rozszerzonego, egzamin maturalny
z matematyki, maj 2009 r.

11




Wieksze zrdznicowanie wskaznika fatwoséci mozna zaobserwowaé w arkuszu dla po-
ziomu rozszerzonego. Oto dla zdajacych w naszym okregu 3 zadania (1., 3. i 5.) byly
tatwe (wskazniki tatwosci zawarte miedzy 0,7 i 0,89), 4 zadania (2., 6., 9. i 11.) byty
umiarkowanie trudne (wskazniki tatwosci zawarte miedzy 0,5 i 0,69) za$ 4 zadania
(4., 7., 8.1 10.) byly trudne (wskazniki fatwosci zawarte miedzy 0,2 i 0,49).
Najtatwiejsze w arkuszu byty:

« zadanie 1. - badajace umiejetnosci sprawdzania, czy punkt o danych wspétrzed-
nych lezy na wykresie funkcji liniowej oraz zaznaczenia w uktadzie wspétrzednych
zbioru punktow opisanego podanymi warunkami,

« zadanie 5. - badajace umiejetnos$¢ wykazania rownosci dwéch liczb rzeczywistych,
zapisanych w postaci poteg o wyktadniku rzeczywistym,

« zadanie 3. - badajace umiejetnos¢ wykorzystania definicji funkcji wyktadniczej,
sporzadzenia wykresu funkgcji wyktadniczej z wartoscig  bezwzgledng
i odczytywania z wykresu niektérych jej wtasnosci.

Najtrudniejszym i wyraznie odbiegajacym od pozostatych trudnych zadan w tym ar-
kuszu bylo zadanie 4. - badajace umiejetno$¢ zbudowania poprawnego opisu matema-
tycznego dla problemu opisanego w tresci zadania.

Podobnie jak w przypadku poziomu podstawowego proponujemy zestawienie wykre-
su 4., zawierajacego wskazniki tatwosci zadan z tabela 7., zawierajaca dane dotyczace
frakcji opuszczen zadan z arkusza. Badanie frakcji opuszczen zostato przeprowadzone
w OKE we Wroctawiu na reprezentatywnej losowej probie okoto 50% prac.

Tabela 7. Frakcje opuszczen zadan z arkusza dla poziomu rozszerzonego - matematyka, maj 2009

Numer 1. 2. 3, 4. 5, 7. 8. 9. | 10. | 11.
zadania
Opuszczenia [ 2,3% | 4,4% | 3,2% | 3,8% | 3,7% 5,5% | 11,1% | 3,8% | 6,4% | 2,7%

Opuszczenia zadan nie muszg miec Scistego zwigzku z wartoscig wskaznika tatwosci.
Zadanie 4. bylo opuszczane niemal tak czesto jak najtatwiejsze w arkuszu zadanie 5.
Tlumaczy¢ ten fakt mozna naturg zadania - jego tres¢ prowokuje do rozwazania rozma-
itych strategii — nie istnieje tu bariera wiedzy, ktérej posiadanie warunkowatoby powo-
dzenie w jego rozwigzaniu. Zdajacy najczesciej opuszczali zadanie 6., w ktérym zesta-
wiono rézne umiejetnosci pod ,jednym sztandarem” - wyznaczania dziedziny funkcji lo-
garytmicznej. Niemal tak samo czesto byto przez zdajacych opuszczane zadanie 8., by¢
moze dlatego ze dotyczyto przeprowadzenia dowodu - cho¢ kontekst, w postaci dwoch
okregow stycznych zewnetrznie i jednoczes$nie do ramion kata prostego, jest czytelny -
zdajacy miat nawet przed oczyma rysunek ilustrujacy tre$¢. Najrzadziej zdajacy opusz-
czali zadanie 1. w arkuszu - $wiadczy to dobrze o decyzji co do kolejnosci zadan. Podob-
nie pocieszajacy jest fakt, ze zdajacy nie porzucali ostatniego zadania w arkuszu -
opuszczenia zadania 11. sq nieznacznie czestsze jak w przypadku zadania 1.
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2. Co z tq trygonometria? Stow kilka o klopotach maturzystow

Wstep

tza sie w oku kreci na wspomnienie osmioklasowej szkoty podstawowej, ktorej piet-
nastoletni absolwenci podczas egzamindéw wstepnych do dwczesnych szkét srednich popi-
sywali sie umiejetnosciami stosowania wtasnosci funkcji trygonometrycznych kata ostre-
go w trojkacie prostokatnym w réznych, bywato wyrafinowanych zadaniach.

Na egzaminie maturalnym z matematyki, w arkuszach dla obu poziomdéw egzaminu,
od kilku lat znajdujemy przynajmniej jedno zadanie (jeden podpunkt zadania) osadzone
tresciowo w dziale ,funkcje trygonometryczne” podstawy programowej. Nie powinno to
nikogo zaskakiwa¢ - w arkuszu egzaminacyjnym bywa od 9 do 12 zadan, zas dziatéw
podstawy programowej jest 9.

W roku 2009 zdajacy egzamin na poziomie podstawowym mogli uzyskac¢ 6 punktow
(5 punktow w zadaniu 6. i 1 punkt zadaniu 11.) za umiejetnosci wykorzystania wiasnosci
funkcji trygonometrycznych, na poziomie rozszerzonym tych punktéw bylo takze 6 (2
punkty w zadaniu 6. oraz 4 punkty w zadaniu 11.).

Kolejny raz wyniki zdajacych z zakresu trygonometrii nie sg najwyzsze. Nie miejsce,
nie pora, a by¢ moze i mato to odkrywcze, aby zadawac pytanie o mozliwos¢ przesuniecia
dziatu ,funkcje trygonometryczne kata ostrego” do gimnazjum. Czy wystarczy podawacd
argument nastepujacy: im wczesniej uczniowie zetkng sie z innym przyktadem funkcji niz
liniowa tym lepiej?

Gwoli przypomnienia, w roku ubiegtym zadania 7. i 11. z arkusza dla poziomu pod-
stawowego, badajace umiejetnosci stosowania witasnosci funkcji trygonometrycznych,
byty dla zdajacych z naszego okregu dwoma najtrudniejszymi - skutecznos¢ ich rozwig-
zywania mierzona wskaznikiem tatwosci wynosita odpowiednio 0,35 i 0,29. Rzut oka na
tresci obu zadan pozwala zauwazy¢, ze swg ztozonoscig nie odbiegajg od zadan egzami-
nacyjnych z egzaminéw wstepnych do szkdt srednich w latach dziewiecdziesigtych ubie-
gtego stulecia.

Matura 2008

Zadanie 7. (4 pkt)

Dany jest trapez, w ktérym podstawy majg diugo$¢ 4 cm i 10 cm oraz ramiona tworzg
z dtuzszg podstawg katy o miarach 30° i 45°. Oblicz wysokos$¢ tego trapezu.

Zadanie 11. (5 pkt)

Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidiowego tréjkatnego réwna sie

, gdzie

a oznacza dtugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa. Zaznacz na ponizszym rysunku

kat nachylenia $ciany bocznej ostrostupa do ptaszczyzny jego podstawy. Miare tego kata
oznacz symbolem [. Oblicz cosf i korzystajac z tablic funkcji trygonometrycznych

odczytaj przyblizong wartos¢ [ z doktadnoscig do 1°.

Dos¢ powszechna jest opinia, ze dla wielu zdajacych zadania z geometrii sg trudne.
Jednak od kilku lat do grona trudnych zadan dotaczaja zadania z trygonometrii, mimo ze
daje ona duzo wieksze mozliwosci algebraizacji problemdéw niz na przyktad syntetyczna
geometria. A moze to wtasnie mozliwos¢ algebraizacji problemu decyduje o postrzeganiu
zadan z trygonometrii jako trudnych?
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Matura 2009

Wroémy do matury tegorocznej. Chcemy doktadniej przyjrzec¢ sie wynikom uzyska-
nym przez zdajacych we wspomnianych czterech zadaniach. Zacznijmy od przypomnienia
tresci zadania 6. z arkusza dla poziomu podstawowego.

Zadanie 6. (5 pkt)
Miara jednego z katow ostrych w trojkacie prostokatnym jest rowna a .
a) Uzasadnij, ze spetniona jest nieréwnos$¢ sina —tga <O0.

. 22 . :
b) Dla siha :T oblicz wartos¢ wyrazenia cos’ a +cosa @na .

Na poczatek dwa przyktady oryginalnych i bezbtednych rozwigzan zdajacych. Nie byto
ich wiele i dlatego ich obecnos¢ cieszy. Mogga stuzy¢ przyktadem. Mogg pobudzaé reflek-

sje.
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Gratulujemy temu zdajacemu i maksymalnej punktacji w tym zadaniu i swobody
i dystansu oraz tadu i porzadku. Oprdcz rysunku umiescit opis literowy oznaczen, a same
oznaczenia dtugosci bokdéw sg w tej pracy inne niz tradycyjnie stosowane. Czuje sie swo-
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bode w operowaniu pojeciami. Rozwigzuje kolejno podpunkty, zadajac z pewnoscig sobie
po drodze pytania w rodzaju ,co wiem?” i ,co musze zrobi¢?” Zwracamy uwage na zapis

. b b
~Wyjsciowy” w podpunkcie a) —<— i zaraz potem na kluczowy moment w rozwigzaniu:
a C

Vb?+¢? >c ikonkluzja, w takim razie: L<E Nie ma tutaj beletrystyki, upra-
Jb?+c? C
wianej przy okazji tego podpunktu przez czes$¢ zdajacych. Modelowe jest rozwigzanie
podpunktu b). Najpierw zajecie sie samym wyrazeniem, a potem konsekwentne oblicze-
nia tego, co potrzeba - ni mniej, ni wiecej.
I drugi przyktad bezbtednego rozwigzania:

Sl — 9 C sl € (01)
i 0 sl € (QlA)
'Y St~ Tosh X | orinny
\ ad ) i) Tl ’qu't“
ON : il 4 o K¢
\\ th ‘NS[‘ /f)
LS AV
T34 Skodw snllicsh
N s adeza e (0. A)
N\ - to
B b srer—lopane oot
A B W0S\L, e e
(oos.Ll-4) bedwue. W
b | died Q. {8en
- o Wekbe {Urang), podicelone pd d.Tsza___
2 9 nA t |x1:w L. 7 C G
ol sl E B PRTLINEY,
N—\?- Q.
sn*Ll= —5--) =~
W3’ 1L |+ 6psL +|sun*
R A
511 dos L= A
3
L= A -
At
1
voos/ (= ) uos.ﬁ:'%
ISSHER
a /|\'5_
o524 2 lE) = O
I . ) L 1
g+ 3 TIT N gy T Y 153
4 4
Hobtose | wiyrateruy | uymas T

Zdajacy inaczej ,atakuje” podpunkt a). Umie odejmowac utamki, i zdaje sobie spra-
we z tego, ze dowdd nierdwnosci wyjsciowej sprowadza sie uzasadnienia, iz utamek
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sina (cosa -1)
cosa
cie tezy konsekwentnie zbiera i zapisuje obok, czasem stosujac techniki kryptograficzne.
Podpunkt b) rozwigzuje w sposéb charakterystyczny dla wiekszosci zdajacych. Koncowg
odpowiedz podkresla, co w $Swietle uwagi zapisanej w prawym goérnym rogu, jest w petni
usprawiedliwione.
Historie zmagan z tym zadaniem maturzystow w naszym okregu obrazujg ponizsze
dane:

ma wartos$¢ ujemng dla wszystkich katéow ostrych. Argumenty na popar-

« wskaznik tatwosci zadania: 0,25 - najtrudniejsze zadanie w arkuszu,
« frakcja opuszczen: 11,8%,
+ rozkfad punktow uzyskiwanych przez zdajacych - tabela ponizej:

Liczba punktow za Procent
rozwigzanie zadania 6. zdajacych
0 44,3
1 20,8
2 13,5
3 11,5
4 4,5
5 5,4

Niestety, az 44,3% procenta zdajacych nie potrafito zdoby¢ choéby jednego punktu
za rozwigzanie tego zadania. Ponadto, zadanie 6. byto najczesciej opuszczane w arkuszu
dla poziomu podstawowego — niemal co 6smy zdajacy mature w naszym okregu (11,8%)
oddat ,bez walki” 5 punktéw egzaminacyjnych. Zostawit, po prostu, puste miejsce po
trescig zadania. Oznacza to zatem, ze 32,5% zdajacych rozpoczeto rozwigzywanie tego
zadania, lecz zabrakio Im umiejetnosci do zdobycia choéby jednego punktu w tym zada-
niu. Z drugiej strony, jedynie co dwudziesty maturzysta (5,4%) uzyskat maksymalng
punktacje za swoje rozwigzanie.

Zdajemy sobie sprawe, ze podpunkt a) tego zadania mégt usztywnié zdajacych - jak
kazdy moment w zadaniu, kiedy stykajq sie z poleceniem zaczynajacym sie od stow ,wy-
kaz, ze ..”, ,uzasadnij, ze ..”, czy ,udowodnij, ze ...". Powie kto$, Zze przeciez idzie tu
o poréwnanie dwdch liczb dodatnich zapisanych w postaci utamkdéw zwyktych. Céz miat
jednak poradzi¢ zdajacy, ktéry rozpoczat rozwigzywanie tego podpunktu od zapisania

n”

. ;. . sina . . . ..
nierownos$ci w postaci sSina — <07? Pewnie po raz pierwszy i do tego na egzaminie

cosa

napotkat na swej drodze koniecznos¢ analizy takiej sytuacji i dobrania sposobu argumen-
tacji. Potrzeba zimnej krwi i dystansu, aby zobaczy¢ tutaj mozliwos¢ przejscia do postaci
sSha
cosa
mozliwos¢ analizy znakdw obu czynnikdw i catego iloczynu.

Czy w podobnej sytuacji byli zdajacy, ktorzy sporzadzali rysunek, na przykfad taki
jak ponizej,

[ﬂcosa—l) <0, czy wrecz tga’[ﬂcosa’—l) <0, wiecej nawet, aby w ogdle zauwazy¢
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wprowadzali standardowe oznaczenia, po czym zapisywali nieréwnos$¢ sing —tga <0

b b .
w postaci ——— <0 i czesto na tym konczyli swoje rozwigzanie? Tutaj przeciez kontekst
cC a

byt jasny - wystarczy umie¢ poréwnac¢ dwa utamki zwykte. Czy trudne byto zapisanie

. ,. b Db b _Db . .y L .
nierownosci E—g<0 w postaci E<g? I dodanie, ze ta nierdwnos¢ zawsze zachodzi,
poniewaz majac dwie liczby dodatnie zapisane w postaci utamkéw zwyktych o tym sa-
mym liczniku tatwo wskazac¢ wiekszg z nich — bedzie to ten utamek, ktérego mianownik
jest mniejszy. Czy zdajacy mieli tego $wiadomos$c¢? Czy uzasadnianie, argumentowanie
w matematyce to ,wiedza tajemna”, dostepna nielicznym? A moze zbyt rzadko decy-
dujemy sie na zadanie pytanie ,dlaczego tak jest?” Jezeli matematyka to jezyk,
to moze nalezy doceni¢ wartos¢ dobrej konwersacji — podobnie jak na jezyku
obcym!

Dodajmy, ze istnieje dos¢ liczna grupa maturzystéw, ktérzy w tym zadaniu przez
miare @ dowolnego kata ostrego rozumieli wybranie jednej, dwoch a czasem nawet (!)
trzech wartosci, najlepiej: a =30°, a=45°, a =60° isprawdzenie, ze kazda z liczb:
1 43 V2
2 3" 2
nas przekonac, ze cyt. ,Nierownos¢ jest prawdziwa dla kazdego kata ostrego. Wystarczy
w tym celu otworzy¢ zestaw wybranych wzorédw matematycznych ina przedostatniej
stronie przejrzec tablice funkcji trygonometrycznych”. Niestety ten wybieg nie przyniost

punktu, poniewaz wspomniane tablice sg tylko czterocyfrowe i z tego powodu nieréwnosc
sina —tga <0 nie zachodzi dla a =0°, a takze dla a =1°. Prosimy zauwazy¢ ponadto,

3 ,
1, %—\/é jest ujemna. Byto tez kilka prac, w ktorych zdajacy usitowali

ze o ciggtosci obu funkcji w ogdle w tym momencie nie wspominamy.
A zatem, powtdrzmy jeszcze raz: trzy pierwsze punkty w tym zadaniu, to uzasadnie-
nie nierdwnosci, za$ dwa pozostate to obliczenie wartosci nieskomplikowanego wyrazenia

22

trygonometrycznego CoS’a +cosa [$in‘a, przy danym SinazT. Bardzo niewielu

zdajacych zauwazato, jak pewnie zyczytby sobie tego autor zadania, ze dane wyrazenie
mozna zapisac z zastosowaniem prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania oraz
Ljedynki trygonometrycznej” nastepujaco:

cos’ a +cosa @n‘a = cosa(cos2 a+sin’ a) = cosa

. 1 . :
CO oznacza, ze wystarczyto jeszcze obliczyc Cosa'=§, aby zdobyC dwa ostatnie punkty

w tym zadaniu. To zauwazenie oczywiscie nie bylo konieczne. Najczesciej zdajacy obli-
czali najpierw cosinus kata i wstawiali jego wartos¢ oraz dang wartos¢ sinusa. Potem po-
trzebowali jeszcze tylko poprawnych rachunkow na liczbach rzeczywistych
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3 2
1 1[2v2
(—j +_[€T\/_J , aby dotrze¢ do koncowej odpowiedzi. Zdajacy sam przenosit akcent

3 3
rozwigzania na umiejetnosci wykonywania obliczen. Z poprawnoscig obliczen byto juz
roznie. POt biedy, jezeli w ogdle byta zauwazona koniecznos$¢ obliczenia cosinusa kata
z danej wartosci sinusa tego samego kata. Sporej grupie zdajacych nie przeszkadzato

pozostawi¢ swoje rozwigzania w postaci: cos3a+cosa% lub nawet

2

cos’ a +cosa Eﬁz—fj a =cos® a + cosa Bg—a = cosa(cos2 a +gaj (sic!) — mimo polece-
nia ,oblicz”, sugerujgcego, ze wynik koncowy jednak powinien by¢ liczbg. ,Lekkos¢”
w traktowaniu argumentu funkcji jest niemal poetycka. Jak daleko do chwili, w ktérej
zdajacy potraktuja na przykiad wyrazenie ,,C0S2a " jako iloczyn 3 wyrazen alge-
braicznych?

A moze zawczasu my powinnismy zapisywac¢ argumenty funkcji trygonome-
trycznych w nawiasach?

Tak samo mocno zabolato nas pomijanie argumentu i ogladanie zapiséw typu:
sin®+cos” =1

§+coszzl
9

, 1 1
COS =— — COs=—
9 3

Czy to juz sa funkcje, czy moze wciaz wyrazenia algebraiczne?
W rozwigzaniach tego podpunktu ujawniaty sie ktopoty zdajacych z dziataniami na wyra-
zeniach algebraicznych, na przyktad z umiejetnoscig rozktadu wyrazenia na czynniki.
Stad btedne zapisy typu:

« cos’a +cosa [8in®a =cos” a [Cosa + cos[ﬁl— cos” a) = cos’ a (cosa +cosa -1)

. cos’a+cosal@inia = cosa(cos2 a —3sin? a)
. cos’a+cosal@in®iag = cosa'(cos2 a+1) [1-cos® a
cos’a +cosa [$in’a = cosa(l—sinza+1)E'l;in20/ =cosa Bin‘a =

V1-sin’a Gin*a =1-sin’a

Rozumiemy teraz, dlaczego rozktadanie wielomianu na czynniki sprawia uczniom pro-
blem.

I jeszcze jeden watek. Tym razem zwigzany z wgladami do prac egzaminacyjnych.
Az chce sie zacytowa¢ powiedzenie Antoniego Stonimskiego: ,tonacy brzydko sie
chwyta” dla opisania postepowania niektérych zdajacych, probujacych na wgladzie udo-
wodni¢, ze zostali skrzywdzeni przez egzaminatorow. W odniesieniu do zadania 6. takie
sytuacje rowniez miaty miejsce. Przykiad: zdajacy sporzadzit rysunek tréjkata prostokat-
nego o bokach: 1, 2, 3 (sic!), oznaczyt jeden z katéw ostrych, po czym w podpunkcie a)

zadania uzasadnia, ze cyt. ,korzysta z definicji funkcji trygonometrycznych” i zapisuje

2 2 2 6 4 . . o, L
cyt. ,———<0=—--—<0=-—-<0", co wedtug Niego oznacza, ze cyt. ,Nierownosc

"3 1 3
sina —tga <0 jest spetniona”. Udostepniany wszystkim wgladajacym ,klucz punktowania
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odpowiedzi” temu zdajacemu sprawy nie wyjasnit — jednak wnidst pisemne zastrzezenie
od oceny tego zadania.

Zadanie 11. - arkusz dla poziomu podstawowego

Zadanie 11. (5 pkt)

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu na ptaszczyzne jest prostokatem. Przekatna
tego prostokata ma dtugos¢ 12 i tworzy z bokiem, ktérego dtugosc jest rowna wysokosci
walca, kat o mierze 30°.

a) Oblicz pole powierzchni bocznej tego walca.

b) Sprawdz, czy objetos¢ tego walca jest wieksza od 18\/5. Odpowiedz uzasadnij.

Ostatnie zadanie w arkuszu dla poziomu podstawowego dawato tylko jednag (niewiel-
ka) okazje do zaprezentowania umiejetnosci stosowania definicji funkcji trygonometrycz-
nych. Zdajacy musieli obliczy¢ diugosci bokdéw (dtugosc¢ boku) prostokgta stanowigcego
rozwiniecie powierzchni bocznej walca. Dodajmy, ze nierzadko omijali same definicje
funkcji trygonometrycznych i odwotywali sie do wiasnosci niektérych tréjkatow, tzw.
ekierek. Popatrzmy zresztg na fragment oryginalnego rozwigzania. Ten zdajacy zinterpre-
towat trojkat prostokatny jako ,potéwke” trojkata réwnobocznego.

™ ~
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Niektorzy zdajacy zauwazali tez, ze przekatna prostokata podzielita go na dwa tréj-
katy, z ktérych mozna ztozy¢ jeden - rownoboczny. Tak wiec cata trygonometria w tym
zadaniu sprowadzata sie do wtasnosci niektérych trojkatow prostokatnych. Zdajacy, kto-
rzy nie odnosili sie do wtasnosci wspomnianych tréjkatéw musieli skorzysta¢ z definicji
funkcji trygonometrycznych. I pewnie Panstwo sie domyslajg, ze btedy zdajacych wynika-
ty z nieznajomosci definicji tych funkcji. Czy naprawde wystarczy obréci¢ trojkat
prostokatny na przykiad o 90 stopni, aby zaburzy¢ u niektérych uczniow rozu-
mienie sinusa czy cosinusa kata ostrego?
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30°

12 h

X

Czasem pewnie tak, bo przy oznaczeniach jak na powyzszym rysunku, zdarzaty sie

12 12 X h .
nastepujace btedne zapisy: — =+/3 albo — =1tg30° albo c0s30° =— albo — =sn30°
epujq! € pisy h h g 12 12

albo tg30° :% czy tez 12=h—\2/§. NatkneliSmy sie takze na taki oto wzér:
D$in30°E'l;in60°
sin90°
Jaka szkoda, ze ci zdajacy nie zajrzeli na strone 12. zestawu wzorow — zamieszczone
tam definicje wraz zilustracjg geometryczng moze pomogtyby unikng¢ tych bteddw.
Wskaznik tatwosci pierwszej czynnosci w zadaniu 11. wyniost 0,77, a jezeli wezmiemy
pod uwage fakt, ze 3,3% zdajacych nie podjeto proby rozwigzania tego zadania, to oka-
zuje sie, ze niemal 20% maturzystéw popetnia btedy w obliczaniu dtugosci bokdéw trdjka-
ta prostokatnego. Samo wnioskowanie o poziomie opanowania definicji funkcji trygono-
metrycznych na podstawie wynikow tego zadania moze by¢ utrudnione.
Dla oceniania wazniejsze w tym zadaniu byty dwie kwestie:
« poprawna interpretacja potozenia kata, o ktérym mowa w tresci zadania,
« zapisy zdajacego mogace $wiadczy¢ o interpretacji prostokata bedacego rozwinie-
ciem powierzchni bocznej walca jako przekroju osiowego walca.

1
P ==[12° ?).
275 (?)

Zadanie 6. - arkusz dla poziomu rozszerzonego

Zadanie 6. (5 pkt)
Wyznacz dziedzine funkcji f (X) =100, 004 (9—X2) i zapisz ja w postaci sumy przedziatéw

liczbowych.

Jak wida¢, zadanie jest zanurzone czesciowo w trygonometrii. Stad, niestety, jest ja-
kas szansa na to, ze wiasnie sztuczny kontekst funkcji logarytmicznej - do$¢ ztozonej -
spowodowalt, ze az 12% maturzystow w naszym okregu opuscito to zadanie. Byto najcze-
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éciej opuszczanym zadaniem w tym arkuszu. Bezbtednych rozwigzan byto 20,8%. Oto
jedno z nich:

; T : | a>0
)= L (3=xT) b=ABoC &  a#4
o vrosy ¢ - >0
0 | Loosx >0
@ |2 cosx #4
) | 3-% 20
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Skutecznos¢ zdajacych, zmierzona wskaznikiem tatwosci catego zadania, to jednak
tylko 0,51. Doktadna analiza czynnosci, ktore dotyczg jedynie trygonometrii w tym zada-

niu, czyli zapisu zbioru rozwigzan nierownosci €0sSX >0, a nastepnie nieréwnosci

COSX;tE , Ujawnia jeszcze nizsze wartosci wskaznika tatwosci, odpowiednio 0,47 i 0,38.

A zatem kltopot zdajacych polegat tym razem na poprawnym postugiwaniu sie
wykresem funkcji cosinus, w szczegodlnosci na operowaniu okresem tej funkcji.
Do rzadkosci niestety nalezaty prace, w ktorych zdajacy zauwazali, ze ze wzgledu na licz-
be logarytmowang, wystarczy ograniczy¢ rozwazania o dziedzinie funkcji do przedziatu
(—3, 3). Dodajmy, ze 21,2% zdajacych nie zdobyto nawet jednego punktu za rozwigza-
nie, zas poprawng koncowa odpowiedz udzielito 20,8% zdajacych.

Nie zapominajmy o tym, ze zdajacy majq do dyspozycji zestaw wybranych wzoréw
matematycznych, a w nim, juz na stronie 4., definicje logarytmu, za$ na stronie 12. wy-
kresy czterech funkcji trygonometrycznych. Czy zdajacy pamietali o tym, czy moze
zaufali swojej pamieci i wiedzy - watlej, a moze nieutrwalonej? Stad btedy, niestety
wcale nierzadkie, w zapisywaniu zbioréw rozwigzan nieréwnosci trygonometrycznych.
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Liste najczesciej popetnianych bteddéw zamieszczamy ponizej:
+ Cosx>0= XD(—ZH+ 2k, —gﬂ+ 2k7Tj
3_5
+ €0sx>0= x0 EIT,EIT (krr

. cosx>0= XD<O;7—ZTJD(277,277>

. cosx>0:>x>g+2kn
e CcOSX>0=x>0

. COSX>O:>XD(O,k7T)—{%T+kﬂ}
T
. cosx>0:>xD<O;EJD2kn
. cosx¢£:>x¢7—7+2kﬂi X?‘-']—T+2kﬂ
2 3 6
. cosx¢13x¢§n+2kni X¢§7T+2kﬂ
2 6 2
. cosx¢£:>xDR—{7—TE2kﬂ}
2 3
. COSX¢£:>X¢7—T+kﬂ, kON
2 3
. cosx#lzx;tkEﬂiE
2 2 3
. COSX¢1:X¢£+§k7T
2 3 3
. cosx¢1:x¢£+2kni X¢—£+2kﬂ
2 4 4

1 T . Vi
e COSXZE—=>XE—— 1| XZ£E—
2 6 6

Pojawiaty sie takze zapisy formalnie niepoprawne, wynikajace z checi zapisu zbioru
rozwigzan nieréwnosci trygonometrycznej na catej osi liczbowej, przy jednoczesnym bra-

. . Tt
ku symbolu sumy uogdlnionej, na przyklad cosx>0= XD(—E,EJ+2kﬂ lub

T p .
cosx>0= xO2krd <_E'E> Powaznym btedem trzeba jednak nazwac zapis typu:

T , . P . .
COSX>O:>XD(O,E> . Pojawiaty sie takze prace, w ktérych zdajacy w ogodle nie stosowali

miary tukowej kata (np. cosx >0=x<90°).
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Zadanie 11. - arkusz dla poziomu rozszerzonego

Zadanie 11. (6 pkt)

Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny, w ktéorym krawedz podstawy ma diugos¢ a
i krawedz boczna jest od niej dwa razy dtuzsza. Oblicz cosinus kata miedzy krawedzig
boczng i krawedzig podstawy. Narysuj przekrdéj ostrostupa ptaszczyzng przechodzaca
przez krawedz podstawy i Srodek przeciwlegtej krawedzi bocznej i oblicz pole tego prze-
kroju.

I ostatnie juz zadanie, w ktérym mozna bylo obserwowac¢ umiejetnosci stosowania
pojec i twierdzen trygonometrii i geometrii. Zadanie chetnie rozwigzywane przez zdaja-
cych, mimo ze znajdowato sie na koncu arkusza. Tylko 2,7% zdajacych w naszym okregu
nie podjeto jego rozwigzania. Jaka byta jako$c¢ tych rozwigzan, szczegdlnie tej czesci roz-
wigzania, ktdéra dotyczyta trygonometrii? Cze$¢ rozwigzan (27,3%) jest znakomita
i bezbtedna, jak w przykfadzie ponizszym. Prezentowane rozwigzanie jest czytelne, za-
planowane z wyczuciem estetyki, elementy logicznie uporzgdkowane. Niektdrzy zdajacy
wykorzystywali mniej niz potowe miejsca przeznaczonego na rozwigzanie.
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Ile punktéw w tym zadaniu mozna byto zdoby¢ za umiejetnosci operowania trygono-
metrig? Na pewno jeden (pierwszy punkt) - za obliczenie cosinusa kata miedzy krawe-
dzig boczng i krawedzig podstawy. Wskaznik tatwosci tej czynnosci wyniost 0,7 - co
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oznacza, ze ta czynnos¢ byta tatwa dla zdajacych. Z drugiej strony, idzie tu jednak o nie-
skomplikowang umiejetno$¢ stosowania definicji cosinusa kata ostrego w trdjkacie pro-
stokatnym przez zdajacych, ktérzy wybrali poziom rozszerzony. Co wiec nalezy sadzic¢
o umiejetnosciach pozostatych 27,3% zdajacych? (30% - 2,7% tych, ktdrzy zadanie opu-
écili)? Odpowiedz podsuwajq btedy popetnione przez zdajacych. Btedy w realizacji tej
czynnosci mozna podzieli¢ na dwie grupy:

1. btedy zdajacych, ktdrzy poprawnie zinterpretowali szukany kat,

2. bfedy zdajacych, ktorzy obliczali cosinus innego kata, a mianowicie kata nachylenia

krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.

Pewnie trudno w to uwierzy¢, ale zdajacy z pierwszej wyrdznionej grupy zapisywali
cosinus szukanego kata w ,najprostszy” sposéb: Cosa=2;2=% , niektdérzy z nich ,popi-
sywali” sie w dodatku znajomoscig miary kata i pisali cyt. ,stad wynika, ze a =60°". Nie
przeszkadzato Im wcale, ze trojkat, w ktorym prowadzili obliczenia nie jest prostokatny.
Wiecej nawet, otrzymany wynik nie wzbudzit w Nich Zadnych podejrzen - oto trdéjkat
rownoramienny o bokach dtugosci a, 2a, 2a ma jeden kat przy podstawie rowny
60° (1?). Osobng rzecza sq btedy rachunkowe, ktére jednak mozna popetnic¢ przy skraca-
niu tego utamka. Oto przykfady takich bteddéw:

1
—a
. cosa=2_=1ada=1ly
2 2 2 4
. cosa:%a:Zazl
1a
. cosa':Z—:i
2a 4a
a
. cosa=2=a
2a
. cosazi: G£=1,czy nawet tak:
2a 2a 2

.  cosa =% =4a?

—a
2
a
e COSa 23 =2 - tutaj btedu w skracaniu nie ma, za to jest ktopot z podwajaniem (no
2
i definicjq)
Jak mozna sie domysli¢, wiele moze zaleze¢ od potozenia i rozmiarow kreski
1
—a
-2

utamkowej! W jednej z prac znajdujemy i takie stwierdzenie: ,,Cosa'—z—, wiec dla
a

a=1, cosazl”.
4
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Powstaje zatem podejrzenie, ze zdajacy maja kltopot z rozumieniem ilorazu
dwoch wielkosci. To przypuszczenie zdaja sie potwierdza¢ bledy zdajacych oraz
Ich wyniki w zadaniu 8., gdzie, w szczegolnosci, wskaznik tatwosci rowna sie
tylko 0,43, za$ wszystkie 4 punkty za jego rozwigzanie uzyskato 35% maturzy-
stow.

Zdajacy, z drugiej grupy, zle zinterpretowali omawiany w zadaniu kat i btadzili po-
szukujac odpowiedzi na pytanie, jaka cze$¢ wysokosci podstawy zajmuje rzut krawedzi
bocznej na ptaszczyzne podstawy ostrostupa. Oto przyktady takich bteddéw:

a3
6 _\3

e COSA =—"—=
a 12
a3

. cosg=_6 -3
2a 12
aV13

2a 12
Trudno jednoznacznie opisa¢ poziom opanowania umiejetnosci stosowania trygono-
metrii w kolejnych fazach rozwigzania, poniewaz zdajacy stosowali gtdwnie dwa sposoby
rozwigzania:
» albo przez zastosowanie twierdzenia cosinuséw, zapisywanego dla tréjkata w Scia-
nie bocznej, lub tez, jak w przyktadzie powyzszym, w trojkacie o bokach a,

av3 Py .
—\2/_ , Z, gdzie Z oznacza wysokosc trojkata, bedacego przekrojem ostrostupa,
» albo przez zrzutowanie srodka krawedzi bocznej na wysokos$¢ podstawy ostrostupa
i zastosowanie twierdzenie Pitagorasa do dalszych obliczen.
Mozemy jedynie stwierdzi¢, ze skutecznos$¢ zdajacych w tej fazie rozwigzania zadania
nie jest najwyzsza i oscyluje w poblizu 40%.

3. Zamiast podsumowania

1) Prezentacja wynikéw i btedéw popetnionych przez tegorocznych maturzystéw w za-
daniach dotyczacych trygonometrii miata na celu zwrdécenie uwagi nauczycieli
matematyki na systematycznie pogarszajace sie wyniki w tej dziedzinie na egzami-
nie maturalnym, w tym takze na opuszczenia takich zadan. Obowigzkowa matura
z matematyki od 2010 roku, to pisemny egzamin, w trakcie ktérego zdajacy
w ciggu 170 minut bedzie rozwigzywat trzydziesci kilka zadan (najwiecej zamknie-
tych, kilka krotkiej irozszerzonej odpowiedzi). Poniewaz podstawa programowa
matematyki jest podzielona na 10 dziatéw, mozna zatem oczekiwac, ze trzy lub
cztery zadania beda dotyczy¢ trygonometrii. Niepodejmowanie takich zadan moze
oznaczac strate nawet kilkunastu procent punktéw na $wiadectwie.

2) Mamy nadzieje, ze przyktadowe btedy, licznie zaprezentowane powyzej, pomoga
w ustaleniu Zrédet ich pojawiania sie, natomiast przyktady bezbtednych rozwigzan
zdajacych pomogq uwierzy¢ nastepnym rocznikom maturzystéw, ze dobry wynik na
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3)

4)

maturze z matematyki jest w zasiegu reki, o ile przygotowania do matury bedg
przebiega¢ porzadnie, planowo, z refleksjg i dystansem do wiasnych umiejetnosci.
Od prawie dwoch lat powtarzamy, ze w przypadku arkuszy egzaminu maturalnego
z matematyki sytuacja jest przejrzysta: poczawszy od 2010 roku kazdy maturzysta,
ktory uzyskat wysoki wynik na maturze z matematyki, z pewnoscig wykazat sie
umiejetnosciami modelowania, strategii i rozumowania. Ito juz na poziomie
podstawowym. Taka jest konstrukcja przyktadowych arkuszy egzaminacyjnych za-
mieszczonych w Informatorze, taka jest konsekwencja wprowadzenia struktury (a
nawet hierarchii) standardow wymagan egzaminacyjnych z matematyki. Jednocze-
$nie nalezy zwrdéci¢ uwage na to, ze zdecydowana wiekszo$¢ zadan w opublikowa-
nych arkuszach bada umiejetnosci uzywania prostych, dobrze znanych obiektéw
matematycznych. Zatem ukton i prosba do nauczycieli o wiasciwe roztozenie akcen-
tow, o prace ,organiczng”: baze dla egzaminacyjnego sukcesu musi stanowi¢ zro-
zumienie podstawowych poje¢ oraz ich stosowanie w rozmaitych sytuacjach (typo-
wych oraz mniej typowych). Odczarujmy takze trygonometrie!

Do miana marzenia urasta mys$l o sukcesach zdajacych egzamin maturalny z ma-
tematyki w zadaniach z geometrii. MozZze warto kolejny raz zaapelowac
0 odczytywanie na nowo podstawy programowej matematyki oraz o uwzglednianie
w planach nauczania faktu, ze 4 z 10 dziatéw podstawy to geometria (syntetyczna,
na ptaszczyznie kartezjanskiej i stereometria) i powigzana z nig trygonometria. Czy
istniejg wdzieczniejsze dziedziny szkolnej matematyki, w obszarze ktdrych mozna
uprawiac¢ rozumowania i strategie?
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