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Matematyka

Poziom podstawowy

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie paastvym skladat giz 25 zada zamknitych
wyboru wielokrotnego oraz 9 zatleotwartych, w tym 6 zada krotkiej odpowiedzi i 3 zadae
rozszerzonej odpowiedzi. Zadania sprawdzaly wiademoraz umie¢tnosci opisane w [iciu
obszarach wymaga ogélnych podstawy programowej matematyliykorzystanie i tworzenie
informacji (pig¢ zada zamknétych i jedno zadanie otwarte krétkiej odpowiedzilykorzystanie

i interpretowanie reprezentacji (czterndcie zada zamkngtych i dwa zadania otwarte krotkiej
odpowiedzi),modelowanie matematyczngdwa zadania zamkgte, jedno zadanie otwarte kroétkiej
odpowiedzi i jedno zadanie otwarte rozszerzonejowdpdzi), uzycie i tworzenie strategii (cztery
zadania zamkgte, dwa zadania otwarte rozszerzonej odpowiedagrozumowanie i argumentacja
(dwa zadania otwarte kroétkiej odpowiedzi). Za ragaie wszystkich zadezdapcy mogt otrzyma
50 punktéw.

2. Dane dotycace populacji zdapcych

Tabela 1. Zdagy rozwizujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 6173
z licebw ogélnoksztatych 3537
z technikow 2636
ze szkoét na wsi 188
ze szko6t w miastach do 20 tys. mieszb@w 1418
ze szko6t w miastach od 20 tys. do 100 tys. miefsazba 2765

ZdajCy rozwhzujaCy |6 s7két w miastach powgj 100 tys. mieszKaow 1802

zadania w arkuszu -

standardowym ze szko6t publicznych 5914
ze szkot niepublicznych 259
kobiety 3475
megzczyzni 2698
bez dysleksji rozwojowej 5854
z dysleksj rozwojowg 319

* Dane w tabeli dotyczwszystkich tegorocznych absolwentow.

Tabela 2. Zdagy rozwizujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajgcy Z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 5
rozwigzujacy zadania| stabowidacy
w arkuszach w wersji niewidomi
dostosowanej stabostysacy
niestysacy
ogotem 18

N(O1|O|O
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 3. Informacje dotygee przebiegu egzaminu (w elgu OKE we Wroctawiu)

Termin egzaminu 5 maja 2016 r
Czas trwania egzaminu 170 minut
Liczba szkot 518
Liczba zespotow egzaminatoréw 32
Liczba egzaminatorow 759
Liczba obserwatoré¥(§ 8 ust. 1) 56
Liczba | w przypadku:
uniewanien” art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwigzywania zada przez zdajcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt 2 zdapcego w sali egzaminacyjnej 0
Z urzdzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaklécenia przez zdgjego prawidtowego 0
pkt 3 przebiegu egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozydywania zada 0
przez zdajcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow 0
ust. 7 dotyczicych przeprowadzenia egzaminu
art. 44zzy | niema@znosé ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginkcie karty odpowiedzi)
inne 0
Liczba wghdow? (art. 44zzz) 393
Liczba prac, w ktorych nie pagp rozwihzania zada

* Dane dotycz obu pozioméw egzaminu (podstawowego i rozszerzoniggznie.

INa podstawie rozpogdzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 25 czex#015 r. w sprawie szczegétowych warunkéw
i sposobu przeprowadzania sprawdzianu, egzaminnagjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2015, p69).

Na podstawie ustawy z dnia 7 wip& 1991 r. o systemigwiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2015, poz. 2156, ze zm.)



Matematyka 5

4. Podstawowe dane statystyczne
Wyniki zdaj acych
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Procent zdajacych

Wynik procentowy

Wykres 1.Rozktad wynikéw zdajcych

Tabela 4. Wyniki zdagych — parametry statystyczne*

. . . . , . Odchylenie
. Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia Odsetek
Zdajacy zdajacych | (%) %) (%) 0 | ) | ST | sukcesow
og6tem 6173 2 100 52 30 54 25 82
w tym:
Z licebw
ogolnoksztalgcych 3537 2 100 62 100 60 26 86
z technikéw 2636 2 100 42 30 46 21 76
bez dysleksji
[0ZWOjOWE] 5854 2 100 52 30 54 25 82
z dysleksy
rozwojova 319 4 100 48 44 51 23 82

* Parametry statystyczne podane zostaly dla gazadych 100 lub wjcej zdagcych.
** Dane dotyca tegorocznych absolwentéw, ktorzy przysti do wszystkich egzaminéw oboyzikowych.
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Poziom wykonania zad&
Tabela 5. Poziom wykonania zada

Numer Poziom
zadania . P . . wykonania
W Wymaganie ogoine Wymaganie szczeg6towe Zadania
arkuszu (%)
. 1. Liczby rzeczywiste. Zdagy oblicza paogi
1. i“i'n\t/?r/k?ertzgv?/;ri]:eere rezentacil. © wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dziafea 73
b P 1l potegach o wykiadnikach wymiernych (1.4).
1. Liczby rzeczywiste. Zdagy wykorzystuje definigj
Il. Wykorzystanie logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logaryt
2. . . o . : : 65
i interpretowanie reprezentacji. iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm pggi
o wyktadniku naturalnym (1.6).
3 I1l. Modelowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdagy wykonuje obliczenia 56
' matematyczne. procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (1.9).
A II. Wykorzystanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdgy wywa wzorow -
' i interpretowanie reprezentacji. skréconego mnenia na(at b)2 oraza’®-b* (2.1).
I. Wykorzystanie i tworzenie 3 Rownania | NIETOWre!. ZQan_cy spr,awdza.\, czy dana
5. . ", liczba rzeczywista jest rozgdaaniem rownania lub 67
informaciji. S )
nieréwnaci (3.1).
. 8. Geometria na plaszcayie kartezjaskiej. Zdajcy
6. I Wykorzystar_ue -] oblicza wspotrzdne punktu przeecia dwoch prostych 68
i interpretowanie reprezentacji. (8.4)
7 IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdapy stosuje zalenosci migdzy katem 37
' strategii. srodkowym i lgtem wpisanym (7.1).
Il. Wykorzystanie 4. Fu_nkCJe. Z_dag(;y posiugule_ s poznanymi metodaml
8. i interoretowanie reprezentacii. 02 Wiazywania rowna do obliczenia, dla jakiego 68
P P 1 argumentu funkcja przyjmuje dawartcs¢ (4.2).
3. Réwnania i nierébwnii. Zdagcy rozwiazuje proste
9 Il. Wykorzystanie réwnania wymierne, prowadee do réwna liniowych 1
' i interpretowanie reprezentacii. | kwadratowych, r]p'X+:1,j =2 X+1_ 2x (3.8).
X+ X
10 II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajcy odczytuje z wykresu wiassi 78
" | iinterpretowanie reprezentacji. funkcji — zbiér wartdci (4.3).
4. Funkcje. Zdajcy odczytuje z wykresu wiassi
II. Wykorzystanie funkcji — punkty, w ktorych funkcja przyjmuje
11. | .. ; N X L 75
i interpretowanie reprezentacji. w podanym przedziale wagdnajwieksz lub
najmniejsz (4.3).
II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdaicy oblicza ze wzoru wargé funkcji dla
12. | .. ; ] 56
i interpretowanie reprezentacji. danego argumentu (4.2).
13 IV. Uzycie i tworzenie 6. Trygonometria. Zdagy korzysta z przyhtonych 57
© | strategii. wartasci funkcji trygonometrycznych (6.2).
I1l. Modelowanie 5. Ciggi. Zdapcy stosuje wzoér na-ty wyraz i na sumn
14. o 67
matematyczne. pocztkowych wyrazéw cigu arytmetycznego (5.3).
15 I. Wykorzystanie i tworzenie | 5. Ciggi. Zdapcy bada, czy dany 4 jest arytmetyczny 64
" | informacii. lub geometryczny (5.2).
16 I. Wykorzystanie i tworzenie | 7. Planimetria. Zdagy rozpoznaje tréjy podobne 34
" | informacji. i wykorzystuje cechy podohistwa trojkatow (7.3).
S . 6. Trygonometria. Zdagy, znajc wartac¢ jednej
17. Is\t/r.altJeZyi(i:Ie | tworzenie z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza wadio 80
gil. pozostatych funkcji tego sameget& ostrego (6.5).
18 Il. Wykorzystanie SP9. Wielolgty, kota, okegi. Zdapcy ustala maliwos¢ 64
" | i interpretowanie reprezentacji. zbudowania tréjita (SP9.2).
19 IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdapy korzysta z whasrigi stycznej do 58
" | strategii. okregu i wtasndci okregdw stycznych (7.2).
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8. Geometria na plaszcayie kartezjaskiej. Zdajcy

20. :Ii'n\t/z)rllp(?ertzgv?/;ril(leereprezentacji bada réwnolegig i prostopadtéé prostych na 60
" podstawie ich rownakierunkowych (8.2).
21 Il. Wykorzystanie 8. Geometria na plaszcayie kartezjaskiej. Zdajcy 36
" | i interpretowanie reprezentacji. wyznacza wspoétednesrodka odcinka (8.6).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
22 Il. Wykorzystanie prawdopodobigstwa i kombinatoryka. Zdagy oblicza
A ; N ; . . 52
i interpretowanie reprezentacji. prawdopodobigstwa w prostych sytuacjach, stogj
klasyczn definicje prawdopodobigstwa (10.3).
23 I. Wykorzystanie i tworzenie | 9. Stereometria. Zdgjy rozpoznaje w walcach 65
" | informaciji. i stazkach kyty miedzy odcinkami i ptaszczyznami (9.3).
. . 9. Stereometria. Zd@jy rozpoznaje w graniastostupac
24. . Wykorz__y stanie I tworzenie i ostrostupach &y miedzy odcinkami i ptaszczyznami 57
informaciji. 9.2).
Il. Wykorzystanie G9. Statystyka opisowa i wprowadzenie do rachunku
25. i i.nterpretowanie reprezentacii prawdopodobigstwa. Zdajcy wyznaczaredni 61
" arytmetyczp i mediar zestawu danych (G9.4).
G9. Statystyka opisowa i wprowadzenie do rachunku
. prawdopodobigstwa. Zdajcy wyznaczaredng
26. :Ii'n\t/z)rllp(?ertzgv?/;ril(leereprezentacji arytmetyczg i mediar zestawu danych (G9.4). 60
" 1. Liczby rzeczywiste. Zdagy oblicza bid
bezwzgédny i blad wzgkdny przyblizenia (1.7).
27 Il. Wykorzystanie 3. Réwnania i nieréwnici. Zdapcy rozwigzuje 55
" | i interpretowanie reprezentacji. nierbwnagci kwadratowe z jednniewiadom (3.5).
o ] 3. Réwnania i nieréwnici. Zdapcy korzysta z wtasrigi
og | |- Wykorzystanie i tworzenie | jioczynu przy rozwizywaniu réwna typu 60
informacjl x(x+1)(x-7)= 0 (3.7).
. 7. Planimetria. Zdapy rozpoznaje tréjity podobne
29. ivérzarz‘rl\lenr]\?z:\c/;?:e i wykorzystuje (take w kontekstach praktycznych) 27
' cechy podobigstwa tréjkytow (7.3).
30 V Rozumowgnie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zc?jy wywa wzoréw 51
" | i argumentacja. skroconego mn@nia na(a+b)” oraza® -b® (2.1).
1. Liczby rzeczywiste. Zdagy wykorzystuje definigj
logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logaryt
. iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm pggi
31. lll. Modelowanie o wyktadniku naturalnym oraz wykorzystuje 30
matematyczne. . LI .
podstawowe wtasrigi poteg — rownie: w zagadnieniach
zwigzanych z innymi dziedzinami wiedzy, np. fizyk
chemy, informatylg (1.6, 1.5).
SP9. Wielokty, kota, okegi. Zdapcy stosuje
32 IV. Uzycie i tworzenie twierdzenie o sumiegkdw trojkata (SP9.3).
. o . : . e A ) . 53
strategii. G7. Réwnania. Zdagy rozwigzuje rdwnania stopnia
pierwszego z jednniewiadom (G7.3).
9. Stereometria. Zd#jy stosuje trygonometrido
IV. Uzycie | tworzenie oblic_zeﬁ d+ug_0§ci_0dci_nk(’)w, miar ktow, pol
33. str'ategii powierzchni i objtosci (9.6). 29
’ G10. Figury ptaskie. Zdagy stosuje twierdzenie
Pitagorasa (G10.7).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
34 Ill. Modelowanie prawdopodobigstwa i kombinatoryka. Zdagy oblicza 26

matematyczne.

prawdopodobigstwa w prostych sytuacjach, stastj

klasyczn definicje prawdopodobigstwa (10.3).
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Poziom rozszerzony

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rezsanym zawierat 5 zadaamkngtych wyboru
wielokrotnego, 11 zadaotwartych, w tym 7 zadakrotkiej i 4 zadania rozszerzonej odpowiedzi.
Zadania sprawdzaly wiadodw oraz umiejtnosci opisane w piciu obszarach wymagaogolnych
podstawy programowej matematykivykorzystanie i tworzenie informacji (jedno zadanie
zamknete), wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (cztery zadania zamksie),
modelowanie matematyczne(trzy zadania otwarte krotkiej odpowiedzi i dwadamia otwarte
rozszerzonej odpowiedziyzycie i tworzenie strategii (dwa zadania krotkiej i dwa rozszerzonej
odpowiedzi) orazozumowanie i argumentacja (2 zadania krotkiej odpowiedzi). Za rozwanie
wszystkich zad@azdapcy mogt otrzyma 50 punktow.

2. Dane dotycace populacji zdapgcych

Tabela 6. Zdapcy rozwizujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 1655

z licebw ogélnoksztatych 1002

z technikow 653

ze szkot na wsi 18

_ o ze szkét w miastach do 20 tys. miesm@w 320

ZdajCy rozwhzUjaCy [ ¢ s7két w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszka 711
zadania w arkuszu - - — : ”

standardowym ze szkot w miastach povgj 100 tys. mieszkedw 606

ze szkot publicznych 1625

ze szkét niepublicznych 30

kobiety 660

mezCzyzni 995

* Dane w tabeli dotyczwszystkich tegorocznych absolwentow.

Tabela 7. Zdagy rozwizujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajgcy Z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera
rozwigzujacy zadania| stabowidacy

w arkuszach w wersji niewidomi

dostosowanej stabostysacy

niestysacy

ogotem

DOIN|W| OO
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3. Przebieg egzaminu
Tabela 8. Informacje dotygee przebiegu egzaminu (w ggu OKE we Wroctawiu)

Termin egzaminu 9 maja 2016 r
Czas trwania egzaminu 180 minut
Liczba szkét 341
Liczba zespotdéw egzaminatorow 32
Liczba egzaminatorow 759
Liczba obserwatoro(§ 8 ust. 1) 12
Liczba , | W przypadku:
uniewanien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwigzywania zada przez zdajcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt 2 zdapcego w sali egzaminacyjnej 0
z urzdzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zakiocenia przez zdgjego prawidtowego 0
pkt 3 przebiegu egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozydywania zada 0
przez zdajcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow 0
ust. 7 dotyczcych przeprowadzenia egzaminu
art. 44zzy | niemaznos¢ ustalenia wyniku (np.
ust. 10 zaginkcie karty odpowiedzi)
inne
Liczba wghdow? (art. 44zzz) 76
Liczba prac, w ktorych nie pogp rozwigzania zada 1

* Dane dotycz obu pozioméw egzaminu (podstawowego i rozszerzmniegznie.

INa podstawie rozpogdzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 25 czeav2015 r. w sprawie szczegétowych warunkéw
i sposobu przeprowadzania sprawdzianu, egzaminnagijalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2015, p69).

Na podstawie ustawy z dnia 7 wip& 1991 r. o systemigwiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2015, poz. 2156, ze zm.)



Matematyka 11

4. Podstawowe dane statystyczne
Wyniki zdaj acych
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Wynik procentowy
Wykres 3. Rozktad wynikow zdgych
Tabela 9. Wyniki zdagych — parametry statystyczne*
Zdaiac Liczba Minimum Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s(t)aiijhei/rlgg\ll\?e
jacy zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) %)
ogotem 1655 0 100 22 4 29 24
w tym:
z licebw
ogolnoksztalgcych 1002 0 100 38 32 40 24
z technikéw 653 0 86 8 4 13 13

* Dane dotycg tegorocznych absolwentéw, ktorzy przysti do wszystkich egzaminéw oboyzkowych
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Poziom wykonania zad&

Tabela 10. Poziom wykonania zada

Numer Poziom
zadania Wymaganie og6lne Wymaganie szczegotowe wykonania
w ymag 9 ymag 9 zadania
arkuszu (%)
1 Il. Wykorzystanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdgiy uzywa wzoréw
. i interpretowanie . -~ 3 3. L3 85
reprezentacji. skroconego mneenia na(a+b)” oraza®+b* (R2.1).
. Wykorz_ystanle 3. Rownania i nieréwniei. Zdapcy stosuje twierdzenie
2. i tworzenie . SRR _ ) 73
. . o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumiana(R3.4).
informaciji.
.”.' Wykorzystar_lle 4. Funkcje. Zdajcy na podstawie wykresu funkgji= f(x)
3. | Interpretowanie szkicuje wykresy funkcjy = f(X)|,y = c-f(x), y =f(cx) (R4.1) >3
reprezentaciji. ' ' e
!I.' Wykorzystar_ne 11. Rachunek mhiczkowy. Zdagcy oblicza pochodne funkcj
4, i interpretowanie ; 79
. wymiernych (R11.2).
reprezentacji.
Il. Wykorzystanie 11. Rachunek mhiczkowy. Zdagcy oblicza granice funkgciji
5. i interpretowanie (i granice jednostronne), korzystajz twierdzé o dziataniach 68
reprezentaciji. na granicach i z wkaskoi funkcji ciaglych (R11.1).
i1l Modelowanie 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
6. m;’;\temat czne prawdopodobigstwa i kombinatoryka. Zdagy oblicza 40
y ) prawdopodobigstwo warunkowe (R10.2).
7 Ill. Modelowanie 5. Ciggi. Zdajcy rozpoznaje szeregi geometryczne zie 30
) matematyczne. i oblicza ich sumy (R5.3).
8 V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdgy wywa wzorow 50
. i argumentacja. skréconego mnienia na(azt b)” oraza® - b? (2.1).
. 7. Planimetria. Zdapy rozpoznaje figury podobne
9. iVérRSrZTl\Jer?]?;:\(/;a:e i jednoktadne; wykorzystuje (tak w kontekstach 15
9 1a. praktycznych) ich wtasrgi (R7.4).
4. Funkcje. Zdajcy wykorzystuje wlasnii funkcji liniowej
10 IV. Uzycie i kwadratowej do interpretacji zagadhigeometrycznych, 30
: i tworzenie strategii. | fizycznych itp. takke osadzonych w kontégie praktycznym)
(4.12).
A 6. Trygonometria. Zdagy rozwigzuje rownania i nierowngi
IV. Uzycie S . .
11. i tworzenie stratedii trygonometryczne oraz postuguje srykresami funkcji 24
gl trygonometrycznych (R6.6, R6.4).
3. Réwnania i nieréwnimi. Zdapcy stosuje wzory Viete'a,
. rozwigzuje réwnania i nierowrigi liniowe i kwadratowe
[Il. Modelowanie azu] R . .
12. j z parametrem, rozezuje nierdwnéci kwadratowe z jedn 29
matematyczne. L ! L . e
niewiadom oraz réwnania i nieréwrici z wartGcia
bezwzgédng (R3.1, R3.2, 3.5, R3.9).
8. Geometria na plaszcayie kartezjaskiej. Zdajcy
wyznacza réwnanie prostej, ktéra jest rownolegia lu
13 IV. Uzycie prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowej 15
: i tworzenie strategii. | i przechodzi przez dany punkt, oblicza wspédize punktu
przecécia dwoch prostych oraz wyznacza wspédirze srodka
odcinka (8.3, 8.4, 8.5).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
i1l Modelowanie prawdopoqlobmstwa [ kor_nblnato_ryka_._Zdap_y V\_/ykorzystl_J_Je
14. wzory na liczlg permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji 39

matematyczne.

z powtorzeniami do zliczania obiektéw w bardziejzeinych
sytuacjach kombinatorycznych (R10.1).
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9. Stereometria. Zdagy rozpoznaje w graniastostupach
15 IV. Uzycie i ostrostupach &y miedzy scianami, stosuje trygonometrilo 18
’ i tworzenie strategii. | obliczer dtugadsci odcinkéw, miar ktow, pél powierzchni
i objetosci (9.4, 9.6).
16 I1l. Modelowanie 11. Rachunek mhiczkowy. Zdajcy stosuje pochodne do 24
: matematyczne. rozwigzywania zagadnieoptymalizacyjnych (R11.6).
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Komentarz

ANALIZA JAKO SCIOWA ZADAN

Analiza wynikéw matury z matematyki p@ziomie podstawowynmpozwala zauwgy¢, ze do najlepiej
opanowanych umiejnasci naleza te, ktére wymagajzastosowania prostych igsto pojawiagcych s
w trakcie nauki wiasni figur geometrycznych.

Najtatwiejszym zadaniem (poziom wykonania zadanB7%) okazato sizadanie badage poziom
opanowania umiefnosci stosowania zakmosci migdzy katemsrodkowym i kgtem wpisanym.

Zadanie 7. (0-1)
PunktyABCD leza na okegu osrodkuS (zobacz rysunek).
Miara kagta BDCjest réwna

A 9rI°
B. 72,5
C. 18
D. 32

Wysoki poziom realizacji tego zadania potwierdzkt fapisany w raporcie po badaniach PlZ#,
polscy uczniowie d& dobrze radz sobie w sytuacjach typowych, a poprawne razamie wynika
prawie bezpgrednio z twierdzenia ogkie srodkowym i wpisanym, opartych na tym samym tuku
okregu. Nie bez znaczenia jesttzapewne mdiwos¢ ,odgadnécia” poprawnej odpowiedzi poprzez
poréwnanie zaproponowanych dystraktoréw z mimznaczonego na rysunkat& ADB.

Réwniez bardzo dobrze poradzili sobie matui@dyz rozwigzaniem zadania, w ktérym trzeba byto
wykorzysta zaleznos¢ pomiedzy wspétrzdnymisrodka i wspotrzdnymi kaacdw tego samego odcinka
(poziom wykonania zadania — 86%).

Zadanie 21. (0-1)
W uktadzie wspotrzdnych danegpunkty A=(a, 6) orazB =(7, b). Srodkiem odcinkaAB jest

punkt A= (3, 4). Wynika sid, ze
A.a=51i b=5 B.a=-1i b=2 C.a=41i b=10 D.a=-4i b=-2

Konstrukcja tego zadania umioviata zastosowanie kilku strategii jego roawénia. Oprocz
oczywistej, wynikajcej z zastosowania znanego wzoru na wspdhesrodka odcinka, mma byto
zastosowa metod sprawdzania warunkoéw i po kolei wstawiaaproponowane wardo a i b.
Wowczas nie jest potrzebny wspomniany wzor, a wggtana przyktad spogezi¢c stosowny rysunek.
Zapisy w brudnopisach prac maturalnych potwierdssdgowanie takiej strategii.
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Kolejnym przyktadem, potwierdzgjym tez, ze maturzyci dos¢ dobrze radg sobie w sytuacjach
typowych jest wysoki poziom wykonania zadania (84%) ktérym naleato wykorzystd cechy
podobigstwa trojlgtow i na podstawie informacji, zawartych na rysurgoda diugas¢ boku trojkata.
Zawarta w tréci zadania informacja o podoligwie trojkatow pozwalata na trafny wybor wdeiwych
narzdzi do rozwjzania przedstawionego problemu. W szczegd@ingo ustaleniu odpowiedrio
bokéw oraz skali podobfstwa, naturalnym bylo utworzenie i rozwanie prostego rownania,
wynikajagcego z twierdzenia o stosunku odpowiednich bokétroykatach podobnych.

Wysoki poziom wykonania (80%) asireli zdajacy take w przypadku zada sprawdzajcych
opanowanie umiefnosci wyznaczania wartei funkcji sinus lita, dla ktérego podano wasétofunkcji
tangens, oraz umignosci odczytywania z wykresu funkcji jej zbioru wadtn

Na poziomie rozszerzonymnajtatwiejsze okazaly sizadania, w ktorych trzeba byto wykézsic
umiegtnosciami, zapisanymi w podstawie programowej WsSCk wyznaczajce] zakres rozszerzony,
ale w sytuacjach typowych, odwadgych sé do popularnych wzoréw lub wymagajch zastosowania
konkretnego twierdzenia.

Najtatwiejsze okazato sizadanie, wymagage zastosowania wzoru skroconego pamia na szgian
sumy, z poziomem wykonania zadania — 85%.

Zadanie 1. (0-1)

]
W rozwinieciu wyrazenia (2\/?::\%4._1‘) wspdlczynnik przy iloczynie xy” jest réwny

A. 3243 B. 48 C. 963 D. 144

Dobry wynik uzyskany przez maturzystbw w tym zadamakioca jednak obserwacja po analizie
zapis6w rozwizaa w brudnopisach. Wielu zdgjych, poszukujc wspbtczynnika przy iloczyniey?,
obliczato po kolei wszystkie pozostate wspotczynnikzwinigcia wyrazenia (2@x+ 4y)3, co

swiadczy o mechanicznym stosowaniu wzoru. Takie fode prowadzito do wykonywania
nieprzydatnych oblicze Docen¢ jednak nalgy skuteczné¢ w poszukiwaniu rozvazania w przypadku
zdecydowanej vgkszasci maturzystow.

W zadaniu, wymagagym zastosowania wzoru na pochgdorazu funkcji, zdajcy osiagreli poziom
wykonania — 79%.

Zadanie 4. (0-1)

Funkcja f(x)== 3 jest okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej x. Pochodna tej funkejt
Xy
jest okreslona wzorem
, =337 +2x+12 . -Ox? +2x-12
A flx)s———— B. fl(x)=—7FF—
(x*+4) (x*+4)
. oy 3x7=2x-12 . 9x® —2x+12
C flp=2"22 i I b
(,\"+4] (.\"+4)

Podstawa programowa nauczania matematyki przewahljezanie pochodnych jedynie z wybranych
funkcji, w szczegolnéri z funkcji wielomianowych i wymiernych. Rezultasiagniety w tym zadaniu
wskazuje,ze wickszag¢ zdapcych solidnie opanowata umignos¢ obliczania pochodnych w tym
wyznaczonym zakresie. Tegorocznych maturzystéw gé @echuje sprawne postugiwanies si
popularnymi algorytmami.
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W 2016 roku najtrudniejsze na maturze z matematilizaty s¢ zadania, w ktérych natato wykaza
prawdziwg¢ wzoru lub uzasadéi wkasndci figur geometrycznych. @2t3 reakchp na samo
sformutowanie zawierage polecenie ,wyk# lub ,uzasadnij” jest opuszczenie zadania. Licgnapa
zdapcych w ogdle nie podejmuje préby rozeania zada, wymagajcych uzasadnienia tezy, z gory
rezygnujc z maliwosci uzyskania punktow za umignos¢ rozumowania i argumentacji. Regularnie
w egzaminach maturalnych wygptje prawidiowéé, ze dowdd z zakresu algebry okazuje si
trudniejszy od dowodu geometrycznego.

Oto najtrudniejsze zadanie z maturypteiomie podstawowym(poziom wykonania zadania — 21%).

Zadanie 30. (0-2)
Ciag (a,) jest okrélony wzorem @, =2’ +2n dla n=1. Udowodnij, ze suma kadych dwéch
kolejnych wyrazow tego ggu jest kwadratem liczby naturalnej.

Ponizej zamieszczono przyktadowe poprawne ra@zania zadania (przyktad 1.1 2.).
Przyktad 1.

Sy IEEESNE : 2 n& M\LD@ A
AW G2 W E S TN
dint L b D AT T e T E T h T &
| | i
i f-+ - N 7
A A xS L E T P14 0 23 U+ 4000
R R EN A N RN I EAN U
f . | e :
L=l A4 ) = AR AT =TI AU ]
i || L
A ‘\‘e ke r\n‘}i.mqut
! r%\ﬁ%x\ 0 Kopda Lo
adardng, joormmoong. | peags do |
E \ fw 6veegmpc ‘“mn PO P
i dedashO x(a)lre 9% & -
I el ‘ “f{)\\'ﬂiﬂ'f?tf %i\rﬂi ,,,,, Mj,]o l. nl./
i I b i i i v i

Wielu maturzystéw nie poelio w ogole préby zmierzeniagsz problemem zaproponowanym wste
zadania. Z kolei dia grupa zdajcych popetnita kjd polegajcy na wnioskowaniu na podstawie analizy
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sumy gsiednich wyrazow ggu w kilku konkretnych przypadkach o wlasoiach wszystkich wyrazow
tego cigu. Oto przykladowe rozwkanie zawierace ten bid.

Przyktad 3.
2 WIEIAY APV AY EE .
:/(: 2
Rz = 9i Primioi= g | PYTT RN
A B AR, B a o ks O R

Q4 =242+ 2.4 =440 Qs5#ay=C4>E% o~
LHol  foli ppolue 2ecmc [ aud .

Trudnaicia w tym zadaniu, kt@rzdapcy musieli pokoné juz na samym poetku rozwihzania, byto
zapisanie w sposob ogdlny sumy dwdéch kolejnych adwnadanego agu. Niektorzy zdajcy popetniali
btedy rachunkowe przy wyznaczaniu wzoréw na kolejneamy chgu kgdz w trakcie przeksztatcania
otrzymanego wyrzenia, okrélajacego sum dwdch gsiednich wyrazéw. To unienatiwiato pomysine
zakaczenie dowodu (jak w przypadku zilustrowanym w jtagzie 4.).

Przyktad 4.

A=Al Qut = 2t elutl = ofHnr T

Quf +Lu = ?M.z*fzbt + L+ ZwleZL‘ E: 4([/\2 s +2

é-réz‘éé 42

Okazuje s} takze, ze w wielu przypadkach pomimo przehitia przez pierwszy etap rozygania, nie
udato s¢ zdapcym doprowadzi rozumowania do kixa. W przyktadzie 5. zdgjy wyznaczyt
poprawnie wzor na sugrdowolnych gsiednich wyrazow, ktora nie by zapisana w postaci tréjmianu
kwadratowego. Jednak tym razem mechaniczne oblezauyrdznika trojmianu kwadratowego,
popularnej deltyA) nie wystarczyto do poprawnego da@kaenia rozumowania — pojawita sivyrazna
trudna¢ w opisie istotnych konsekwencji wyndika rownego 0.

Przyktad 5.
)%[1@44)
L +1v\+Uﬂé,‘,; L[ s (An
- Jn azn’ﬁ“"*Lﬂ”*?*ti

| Skoro  dn % wugndk
o Kolefe | oal,
kwodtatowd, Leoved  mored

: by
thJgame(f@gw _ kol ’ﬂ%t
|4 ya;o o steoware | e Y

N

i e 0ot »
A0 A oW | el pootedniel oy
gq\, , rmiL n /Koo ﬁﬁg Zxcbbryz ﬂa,(u,rabzfjmy‘
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Réwniez dowdd geometryczny sprawit trudiod zdapcym, chd tradycyjnie rezultaty, jakie zdgjy
osiggreli w tym przypadku (poziom wykonania zadania — 27%) zdecydowanie lepsze mi
w przypadku dowodu algebraicznego. Otddreadania i poprawne rozgzania (przyktad 6. i 7.).

Zadanie 29. (0-2)

Dany jest trojkt prostolgtny ABC. Na przyprostoktnych AC i AB tego trjlgta obrano odpowiedni
punktyD i G. Na przeciwprostaknejBC wyznaczono punkt i F takie,ze |<):DEC| = |<): BGF| =90
(zobacz rysunek). Wykaze trojkat CDE jest podobny do tréjta FBG.

C

O

Przykiad 6.

ST E]

Przyktad 7.

Tl A8 ol peskalol el i1

i
i

3<o,} 4 ABc. mro%omt@gplo |
Tacjkcly BN | BGF miay ke /OBl 0, ¢, =),
e :,g:agzjﬁf),;,cég oy bl

Po analizie rozwizan zadania zamkgiego z tego samego arkusza maturalnego, w kécieekvielu
poprawnych rozwgzan zadania, zwizanego z podobistwem trojlgtow mazna by przypuszczaze
umiejtnosci zwigzane ze stosowaniem cech podabiwa trojlkatéw s dobrze opanowane. Okazuje si
jednak,ze dla maturzystow czym innym jest korzystanie oprimfacji o tym,ze tréjkaty sa podobne,

a czym innym przedstawienie takiej informacji weamzasadnieniem. Szczegolnie trudny, w zadaniu
wymagajcym uzasadnienia podoligwa figur, byt brak konkretnych informaciji o miahakatow
ostrych w rozpatrywanych trétach. Maturzyci na ogét dobrze operujna konkretach, a znacznie
gorzej funkcjonyj w sytuacjach takich jak w tym zadaniu, gdy trzetvéierdzt rownas¢ odpowiednich
katow bez podanej w téei zadania informacji o miarachatéw. Std wynikag bledne préby
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rozwigzania zadania, polegge na ustaleniu konkretnych miagitéw, jak ch@éby na przykladzie
ponizej.

Przyktad 8.

30% G+ §6°=
o

= //&O

A EDC ~ AFpé ( klk)

Pomimo ze zadania z poleceniem typu: uzasadnij, udowodnjkaz 3 elementem arkuszy
egzaminacyjnych od wielu lat, w wielu pracachamm zauway¢ brak déwiadczenia przy zapisywaniu
rozwigzania zadania tego typu. Zdey niejednokrotnie ma pomyst na rozaanie problemu, ale nie
komentuje wanych elementéw przedstawionego rozzeinia, co uniemdiwia przyznanie przez
egzaminatoréw petnej liczby punktéw. W przykladziedajcy nie podal, ktéredty w poszczegdlnych
trojkatach mag rowne miary ani dlaczego te miary sdwne. Przedstawiono tu odwotanie sio
przechodniéci relacji podobiéstwa, ale nie wskazarradnej pary rownychgtdéw ostrych, co musi gy
potraktowane jako omigcie istotnego fragmentu rozumowania.

Przyktad 9.
L GBF ~MPBL  ( 2oseda i Wt pbgh” )
A DEC ~ [ ABC ( woeds | ek, k)
1 Fwo Lang €
A DEC ~VIFER

W wielu pracach zdagy korzystag z tezy przy dowodzeniu tej tezy, &wiadczy o braku zrozumienia
istoty dowodu. Oto przyktad takiegoehhego rozumowania.

Przykiad 10.

[cE] (F6 )

MESRINE R EY
o © el D (Fe)= lEF |
dl

|¥)] = [48]= 5 hE~A FBG
((LL/-( Wl
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Tylko co trzeci maturzysta poprawnie rozwat zadanie 34. z rachunku prawdopodasiea. Oto
poprawne rozwjzania tego zadania (przyktad 11.i12.).

Zadanie 34. (0-4)
Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowyioBujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie hez

zwracania. Oblicz prawdopodohstwo zdarzenia poleggjego na tymze suma wylosowanych licz
bedzie rowna 30. Wynik zapisz w postaci utamka zwgktaieskracalnego.

O

Przyktad 11.




Przyktad 12.

nieskracalnego. 8@ (l&%b dlk;u, UJAA’%W&}’\; ﬂﬂh;] @i‘l 'U..&i&

:'(L-Qo  EEMANR R
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Dla wielu maturzystow ju pierwszy, zupeilnie elementarny etap rogahia tego zadania staksi

przekraczajcym ich maliwosci wyzwaniem. Okazuje gize stwierdzenie, ile jest naturalnych liczb
dwucyfrowych mae nie by oczywiste. W ustaleniach pojawgagic wyniki 89, 91, 99 oraz inne,

ktorych wysgpienie trudno wyttumaczy Bardzo czsto ustalenieze wszystkich liczb naturalnych

dwucyfrowych jest 90, byto ostatnim poprawnym zepisw rozwazaniu zadania. Zdggy czsto

utozsamiag t¢ liczbe z liczbg wszystkich zdarzeelementarnych (przyktad 13.).

Przyktad 13.

e
""-—-..
N
Do
L
--E;
<3
e
=
\N

/2) ('/f{/f7> Zu; J/
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W przypadku cgci zdapcych dalo si zauway¢ popetnianie kidu, polegajcego na kreowaniu
sprzecznéci w przedstawianym modelu przestrzeni probabitistej, pomimo poprawnego
wyznaczenia liczby wszystkich wynikow losowaniaktorym mowa w zadaniu. Na przykiad przy
obliczaniu, ile jest wszystkich zdarzelementarnych, zdggy nie uwzgtdniali kolejncci losowanych
liczb, a przy zliczaniu wynikéw sprzyggych danemu zdarzeniu uwzdhiali t¢ kolejnas¢. Ten rodzaj

bfedu ilustruje przyktad 14.

Przyktad 14.

| bsu_&ug; ;'(_023 dw%?wuwby)/‘ .

= (30 .9;. a0 Wads - Lo= _u“mu A
91— : K uuL’\n\,\.,j : ﬁii& AL S
m «Qu %313 ; gd %‘f / “
i .__IL <‘ \ l\[.\gg\’z iz &7 g,?" (/IUL/Ig
: P M : Lu_j\«( iy duu) JJ-/JJ ‘
i \Ck/ ‘)\( /\ . "ﬁ)(‘MQ_ \L fJC_/q L t/./,-[h\). i \/3 /
| Q \/lu @. \M /~>) /35 (7-”~/1¥\ N
AUATEE M@W‘Q‘&Wﬁ (467 4)
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Wiasnaci prawdopodobigstwa g dla wielu maturzystéw téeiami, ktore nie koresponduy zapisami
w prezentowanych przez nich rozm@niach. W wielu pracach zday w wyniku obliczenia
prawdopodobigstwa otrzymuje, jako wynik kacowy, liczle wigksz niz jeden. Elementarna wiasigo

prawdopodobigstwa, jak jest jego wart& z przedziatu Iiczboweg«éO, :I> powinna prowadzi do

natychmiastowej weryfikacji rozumowania, w przypadizyskania wyniku spoza wspomnianego
zakresu liczbowego. Tymczasem brak sensdwinotrzymanego wyniku nie prowadzi niektorych
zdapcych dozadnej refleksji. Poiij przyktad 15., ilustrugcy talg sytuacg.

Przyktad 15.

Na poziomie rozszerzonym najwigcej trudndci tegoroczni maturzgi mieli z rozwpzaniem
zadania 13., sprawdagego opanowanie umigposci z zakresu geometrii na ptaszemie
kartezjaskiej. Szczegblowe omowienie tego zadania zamiesagzw dalszej azci niniejszego
opracowania.

Réwniez zadanie 9., wymag#e przeprowadzenia rozumowania z wykorzystaniemsnaagi
podobidistwa figur w planimetrii, miato bardzo niski poziowykonania — 15%. Mniej nico paty
maturzysta, ktory wybrat poziom rozszerzony egzanimatematyki, wykazat rowdé odcinkéw —
co byto tematem zadania.

Zadanie 9. (0-3)

Dany jest prostait ABCD. Okrag wpisany w tréjt BCD jest styczny do przeknej BD w punkcieN.
Okrag wpisany w tréjkt ABD jest styczny do bokéD w punkcieM, asrodekS tego okegu lezy na
odcinkuMN, jak na rysunku.

D C

)

(A

Wykaz, ze [MN|=| AD| .




24 Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2015

Duza czs$¢ zdapcych, take ci, ktérzy dobrze sobie radzili przy rozaywaniu innych zada nie
potrafita znalé¢ wiasciwej drogi do wykazania rowioi odcinkow MN i AD. Warto podkréli¢
natomiastze ogromna wiksza¢ sparod tych maturzystéw, ktorzy uzyskali ctoy niewielki posgp
w rozwigzaniu zadania, doprowadzata swoje rozumowanie dogo

Dowod algebraiczny rownienie byt tatwym zadanienmSwiadczy o tym niski poziom wykonania
zadania — 20%.

Zadanie 8. (0-3)
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistychy takich,ze x* + y* =2, prawdziwa jest

nierowng¢ x+ y<2.

W przypadku tego zadania wielu zgiajch, po kilku nieudanych prébach rownangch przeksztatae
tezy, rezygnowato z dalszych poszukiwazwigzania. Przy tym zadaniu w arkuszach egzaminacyjnych
wystgpity dos¢ chaotyczne zapisy préb rozam, co sygnalizuje koniecz&dwprowadzenia vekszej
liczby zada tego typu do procesu edukacji przysztych matuystAbsolwenci licedw i technikow
dysponuj na ogot sporym zasobem negdlzi matematycznych, pozwadaych uzasaddiprawdziwdgé
wzordw z zakresu algebry. Tymczasem bardzo popelakazalo si podigcie decyzji o rezygnacji

z doboru odpowiedniego rozumowania do uzasadnigza z tréci zadania. Wiksza¢ zdapcych
opuicita zadanie lub nie potrafita zapésatasciwych przeksztatag ktére prowadzityby do wykazania
prawdziwaci wlasndci sumy dwoch liczb na podstawie informacji o sukv&adratow tych liczb.

Zadanie 15. dotygre zagadni& ze stereometrii rownienalezato do trudnych.

Zadanie 15. (0-6)
W ostrostupie prawidiowym czworgkaym ABCDSo podstawieABCD wysoka¢ jest rowna 5, adt

miedzy gysiednimiscianami bocznymi ostrostupa ma midr20° . Oblicz obgtosé tego ostrostupa.

Zdajacy, ktorzy podgli prébe rozwigzania tego zadania, mieli klopotzjuv pocatkowej fazie
rozwigzywania zadania. Da czs$¢ zdapcych miata trudnéci z wykonaniem przydatnej do
przeprowadzania rozumowania ilustracji graficz@s¢ zdapcych ujawnita brak zrozumienia goja
kata midzy gisiednimiscianami. Ponadto w gronie zdeych, ktorzy przebrgdi przez etap tworzenia
rysunku i interpretacji &a dwuciennego, wikszags¢ miata problem z zaplanowaniem kolejnych
krokow, prowadzcych do poszukiwania odpowiedzi na postawione pgtan szczegolni trudno
byto zdajcym wyznaczy wielkosci potrzebne do obliczenia a@bpsci ostrostupa. Stosowanie
algorytméw, nawet zimnych, jest dla maturzystéw znacznie tatwiejszesaimodzielne opracowanie
strategii posfpowania, a takiego samodzielnego wyboru strategimagato zadanie, dotygze
wlasnaci figur w geometrii przestrzennej.

Problemy ,pod lupa”
MATEMATYCZNE MODELOWANIE RZECZYWISTCQSCI

Mozliwos¢ zastosowania matematyki jako ngzia, umdliwiajacego poznanie otaczapgo
srodowiska i pozwalacego na opisanie rzeczywistych zagadniza pomog poje¢ i regut
matematycznych — to jeden zimgch powodow powszechnego nauczania tego przedniozumieg
to takze sami uczniowie, sBt0 powtarzajcy argumenty na rzecz koniecZod przekazywania
szczegolnie takiego zakresu wiedzy czy untigkci, ktory pozostaje wcistym zwigzku z konkretami
i ma przetgenie na sytuacje realne. Ungigjos¢ opisu rzeczywistizi z wykorzystaniem modelu
matematycznego to jednak wzidla wielu ludzi wchodacych w dorostezycie sfera nieoggalna.

W arkuszu maturalnym z matematyki dla poziomu pasletvego znalazto sizadanie z tria, ktorej
wiekszy cze$¢ stanowi tekst popularnonaukowy. W zadaniu tym podazor opisujcy rzeczywiste
zjawisko.
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Zadanie 31. (0-2)
Skala Richtera shy do okrglania sity trzsien ziemi. Sita ta opisana jest wzorem

A : : - :
= Iogg , gdzie A oznacza amplitugtrzesienia wyraong w centymetrach;% =10"cm jest sta,
nazywan amplitudy wzorcowy. 5 maja 2014 roku w Tajlandii miato miejscegBienie ziemi o sile 6,2

w skali Richtera. Oblicz amplitgdrzesienia ziemi w Tajlandii i rozstrzygnij, czy jestawigksza, czy_
— mniejsza od 100 cm.

Aby rozwigza¢ zadanie, nal@ato wstawé¢ do podanego wzoru odpowiednie wacioliczbowe,
wystepujace w tréci zadania oraz zastosofvadpowiednie wiasrigi logarytmu i poggowania, ktére
zdapcy mog odnalég¢ w dopuszczonym do wykorzystania w trakcie matuegtawie wzoréw

matematycznych. Oto przyktadowe poprawne r@zaumia zadaé, przedstawione przez tegorocznych
maturzystéw (przyktady 16.117.).

Przyktad 16.
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Przyktad 17.
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Dla wielu zdagcych rozwizanie zadania nie mogto zalazy¢ sie sukcesem, poniewamieli powane
trudnaici z podstawieniem odpowiednich wasto do wzoru. W zamieszczonych przyktadowych
rozwigzaniach (przyktad 18. i 19.) pomylonogsiizesienia ziemi z amplitugtrzgsienia ziemi.
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Przyktad 18.
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Innym charakterystycznymdsdem byto umieszczanie we wzorze w miejscu amplituzbgienia ziemi
wartasci liczbowej, z ktog nalezato owg amplitud porowna. Oto przyktadowe lkfdne podejcie do
rozwigzania problemu.

Przyktad 20.
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Duza czs$¢ zdapcych nie mogta poprawnie odséesie do sformutowanego w zadaniu zagadnienia,
poniewa hie przyswoita pajcia logarytmu lub nie potrafita zastosatvalementarnych wlasto
logarytmu. Przyktady przedstawione pzgjiswiadcz o tym, ze mianownik utamka, stanoygego
liczbe logarytmowan, maze by postrzegany jako liczba niezgana z logarytmem. Wedtug @gzi
zdapcych, dzéki wymnazeniu obu stron nieréwnoi przez mianownik liczby logarytmowanej, ama
pomim¢ mianownik liczby logarytmowanej. Dodatkowo w prigdizie 21. ujawnionaze sam symbol
,l0g” moze by traktowany jako liczba/zmienna, przez ktdnazna mnay¢ obie strony réwnania.
Rowniez w tym przyktadzie utzsamianie ,l0g10” (tj. symbolu logarytmu bez liczlmgarytmowanej)

z ,log10” (czyli z liczly 1) $wiadczy o tymze zrozumienie, czym jest logarytm, meookaza sie nie
lada wyzwaniem. Dla sporej gxi absolwentow szkot, w ktérych edukacjankay st egzaminem
maturalnym, logarytm pozostaje jedynie nic niezgagm, skomplikowanym zapisem symbolicznym.

Przyktad 21.
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Przyktad 22.
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Czesto w arkuszach maturalnych, wypetnionych przezaogah, ktérzy podjli prébe rozwigzania
omawianego zadania, mma zauway¢ wypisanie wszystkich potrzebnych do rozzania zadania
wzorow i rownoczénie brak jakiegokolwiek poprawnego potenia ich z konkretnymi danymi. Taka
sytuacja byta popularna tak w przypadku uczniéw, ktérzy bez szczegdlnychrodd rozwiazali
wieksz cze$¢ zada z arkusza maturalnego. Dla absolwentéw licedwehngkdw matematyka okazata
sie sfem oderwan od rzeczywistych zjawisk. Jest to #g sygnat,ze nauczanie matematyki nie
powinno by jedynie¢wiczeniem w postugiwaniu salgorytmami i wzorami, a zapisy symboliczne nie
mog stanowt wytacznie abstrakcyjnego opisu péjlub dziatan matematycznych.

GEOMETRIA NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

Inaczej nk w poprzednich latach najtrudniejszym zadaniem nafttym z matematyki nie byto zadanie
wymagajce dowodu czy przeprowadzenia rozumowania uzagadego sformutowan w tresci
zadania tez Tym razem najiszy wynik (poziom wykonania zadania — 15%)ags¢to zadanie

Z geometrii na plaszczyie kartezjaskiej. Zdajcy nie maj wiekszych klopotow ze stosowaniem
whasndgci obiektéow geometrycznych w ukladzie kartégldm w sytuacjach, gdy do rozygiania
zadania potrzebna jest pojedyncza ugtnesé, pozwalagca na wskazanie wdaiwej odpowiedzi.
Zadania wymagage jedynie wyznaczenia wspd@dnych srodka odcinka lub obliczenia
wspoétrzdnych punktu przeecia dwdch prostych nate zawsze do najtatwiejszych i najbardziej przez
maturzystéw lubianych. Jednak zadanie, w ktérym agans¢ przeprowadzenia kilkuetapowego
rozumowania, dla ogromnej gkszasici maturzystow staje siprzeszkod nie do pokonania.

Oto zadanie, ktore przysporzyto zgtajm matematy& najwiccej trudndgci.

Zadanie 13. (0-5)

Punkty A=(30,32 i B=(0,8) s3 sasiednimi wierzchotkami czworaka ABCD wpisanego w okig.
Prosta o réwnanilx—y+2=0 jest jedyroshg symetrii tego czworata i zawiera przejtng AC.
Oblicz wspoirzdne wierzchotkowC i D tego czworokta.

Aby rozwigza¢ zadanie, nal@ato wykaza si¢ umiejgtnosciami wyznaczania réwnania prostej, ktora jest
prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowgrzechodzi przez dany punkt, obliczania
wspoétrzdnych punktu przeecia dwoch prostych, a taé& wyznaczania wspokdnychsrodka odcinka.
Nalezato jednak umiejtnie opracowaé strategs prowadzaca do znalezienia wspokdnych punktowC

i D dwoch gsiednich wierzchotkéw deltoidu (tj. czworgtia mapcego doktadnie jednos symetrii).

Aby obliczy¢ wspotrzdne punktD, ktory jest obrazem danego punBw symetrii osiowej wzgidem
danej prostej zawierggej odcinekAC, wystarczyto znal& rownanie prostej prostopadiej do danej,
przechodzcej przez dany punkt, a neghie wyznacz§ wspotrzdne punktu przeecia obu prostych.
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Tak wyznaczony punkt przecia prostych jestrodkiem odcinkaBD, ktérego jeden z kacow podano

w tresci zadania. Zatem wyznaczenie wspéthaych drugiego kéca odcinka przy znanych
wspotrzdnych srodka odcinka i pierwszego z k&@dw nie powinno stanowi trudnaci dla
przystpujacych do matury, zwlaszczae ta czs¢ rozwigzania wymagata prowadzenia rachunkéw
jedynie na liczbach catkowitych.

Do ustalenia wartei wspoétrzdnych punktuC wystarczyto wyznaczywspotrzdne punktus—srodka
okregu opisanego na deltoidzie, na przyktad z wykoiayistm rownéci diugaici odcinkOwASi BS
oraz fakt,ze punktS lezy na osi symetrii figury. Nagpbnie mana bylo dodatkowo wykorzysta
informacg o tym, ze punktSjestsrodkiem odcinkaAC lub rowna¢ diugasci odcinkbwASi CS Tym
razem rachunki wymagaly dziataa liczbach wymiernych (utamki o mianowniku 3).

Z powyzszego opisu wynikaze umiegtnosci niezledne do rozwizania zadania nie wykraczaly poza
zakres podstawowy. Kolejne etapy rozménia z4 s3 naturala konsekweng whasndgci obiektow
geometrycznych wskazanych w zadaniu.

Ponizej zamieszczono przyktadowe poprawne r@zania zadania. W przykladzie 23. zag)
przedstawit rozwgzanie w ug¢ciu takim, jak opisano pownj, w przyktadzie 24. zdagy wykorzystat
réwnanie okggu przechodgeego przez punktBD do wyznaczenia wspokdnych punktuC.
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Przyktad 23.




Przyktad 24.
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Matematyka 31
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Do wyznaczenia wspokednych wierzchotkaC cze$¢ zdapcych korzystata z faktue trojkat ABCjest
prostokitny (konsekwencja wpisania deltoidu w gffy. Poniej przyktad takiego rozwkania
(przyktad 25.), w ktérym, dtugé odcinka AC zostata policzona &dinie. Zdajcy zastosowat
twierdzenie Pitagorasa. Z kolei w przyktadzie 2@ajzcy zapisuje rownanie prostBiC, prostopadiej

do prostejAB, ale popetnia lad rachunkowy 1+%’ :%6) .

Przyk’fad 25.

(?TE’WY,H) C ("rf’”g)

1 QCBH«(CM HeL

{ttm - zfétm ~W ~1n,~
H "a 2L \opj., (
i w

Md VG2 e 20y, (300

‘ bejﬂ fw}l:(l{{ -

z "?~)wm§oo— z; ~12ay t3bs Nk

AL o O O 8
C‘ ! 31 3) HENNE Lol
Odpowiedz: . {] [b 2_\ o (T_\- %}"T) .................... :

Przykiad 26.
oe (6 ;];;\ C 1,,1 ) ® ¢ ol ey ey
3 TWG&#-J _.T&Ef o me; opsee - dne

Pm@ -t Cﬁo ﬁ‘l’) _mﬂ.ﬂ-eﬂ‘wm ?mm qu-ﬂ@ =1

H ?N.m:.r s Rpcp

& i o /O
= slagy % 1 /
-
I g
G “_"‘6;’-} VB
iy = K«I'LI 3
T, AT
S s P g
2t S E %..J "'i o e
w tizy L & ¥ 7£
ik . & @/ So
F3 i [ 40 Y
& H
b ]

| o e 4o crg l
Odpowieds: Wendlache. . auuthe.... . W (Tom.d ‘;\ L W‘DCSQ




Matematyka 33

Oprécz bédoéw rachunkowych maturggi popetniali te btedy merytoryczne. W ponszym przyktadzie
zdapcy umigcit punktB biednie na osDx.

Przyktad 27.
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W kolejnym zamieszczonym tu rozyzaniu zdajcy wykorzystat poprawnie fakt wygiowania kta

prostego przy wierzcholkB i wyznaczyt wspotredne punktuC. Niestety, w dalszej ezci blednie
przyjat, ze kat przy wierzchotkuC rowniez jest prosty.

Przyktad 28.
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Rozwigzania, w ktérych zastosowano poprawne rozumowaoigygrznaczenia jednego wierzchotka
i korzystano z kidnych wnioskéw przy wyznaczaniu drugiego wierzchotkdarzaty si stosunkowo
czesto. Najbardziej powszechne jednak byto opuszczaadgania, a tale brak nawet niewielkiego
postpu przy podejmowanych prébach rozeania. W przyktadzie 29. zdajy obliczyt jedynie diug&t
odcinkaAB. W kolejnym rozwazaniu (przyktad 30.) zdagy podpt probe zapisania prostej prostopadiej
do danej, ale przygj niewtasciwy wspotczynnik kierunkowy.

Przyk’fad 29.
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Przyktad 30.
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Analiza rozwizan zadania maturalnego z geometrii analitycznej niezen prowadzi do
optymistycznych wnioskéw. Uzyskany przez maturzwstaiski wynik jest wanym sygnatem
dotyczcym koniecznéci zmiany podejcia do nauczania umigpaosci potrzebnych do rozwzywania
zagadnié@ geometrycznych na ptaszcénje kartezjaskiej.

Whioski i rekomendacje

Egzamin maturalny z matematyki paziomie podstawowympotwierdzit,ze zadania sprawdzaje
pojedyncze, nieskomplikowane, ungigjosci na ogot nie sprawigjtrudnaci absolwentom licedw

i technikbw. W tym roku najlepsze wyniki zgay uzyskali za zadania geometryczne. W skali kraju
88% zdajcych poprawnie zastosowato zales¢ miedzy katemsrodkowym i kgtem wpisanym, przy
czym dodé nalezy, ze w zadaniu trzeba bylo Aewykaz& sie znajomdcia whlasndci katow
wierzchotkowych i znajomiia sumy miar ktow w trojkacie. Wysoki odsetek maturzystéw (87%)
potrafi wykorzysté fakt, ze wspotrzdne srodka odcinka $ srednimi arytmetycznymi odpowiednich
wspoétrzdnych kaicow odcinka. Ustalenie miar diugm odcinkow w figurach podobnych, zwlaszcza,
jesli rozwazana sytuacja przedstawiona jest na rysunku, réGwmee stanowi problemu dla



36 Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2015

zdecydowanej wkszaici zdapcych. Wysoki odsetek zdgjych, ktdrzy poprawnie wyznaczyli wasto
funkcji sinus przy danym tangensie tego samegia,ka take tych, ktérzy poprawnie odczytali
z rysunku zbiér wartei funkcji, potwierdzag, ze rozwizanie zadania w przypadku, gdy fwe jest
wykorzystanie graficznej interpretacji péj najczsciej konczy st sukcesem.

Napoziomie rozszerzonymnszczegdlnie dobre rezultaty zglay uzyskali w zadaniach, wymagaych
jedynie zastosowania wzorow, co potwierdzili w syiach, sprawdzagych znajomé& wzoréw
skréconego mneenia i na funkej pochoda.

Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki paziomie rozszerzonymujawnit, ze powany
problem stanowi opanowanie przez absolwentdw licetaghnikow umiejtnosci z zakresu geometrii
na ptaszcznie kartezjaskiej. Ch@ pojedyncze umiejnosci wydaj sie by¢ dobrze opanowane przez
maturzystéw, to rozwianie zadania sprawdzeggo te same umigposci, ale w padczeniu
z koniecznécia przeprowadzenia kilkuetapowego rozumowania i wykstania konkretnych
wiasndgci rozwaanych figur geometrycznych jest niefiwe do zrealizowania w przypadku
zdecydowanej wkszaici zdapcych matug. Jest to szczegolnie niepokog w sytuacji, gdy na
poziomie rozszerzonym najtrudniejszym zadaniem wjkask takie, kiére wymaga zastosowania
wytacznie umiegtnosci, przypisanych w podstawie programowej do poziompadstawowego
i zaplanowania kolejnych krokow poszukiwania rozainia. Warto podkeési¢, ze konieczne w tym
zadaniu do wykonania rachunki wymagaty jedynie apjeina liczbach catkowitychablz na utamkach
0 jednocyfrowym mianowniku.

Geometria na ptaszcayie kartezjaskiej nie mae by przez uczniéw sprowadzona jedynie do zestawu
wzorow. Wane jest, by maturzgi mieli okazp polczy¢ wiasnaci figur geometrycznych

z zalenaosciami, wynikapcymi z potazenia figury w uktadzie wspoteginych. Warto zagjtat uczniow

do rozwiazywania tych samych probleméw w geomstatodami osadzonymi w tradycyjnej geometrii
euklidesowej, jak i na ptaszcayie kartezjaskiej, by eliminowa powstawanie sztucznej bariery, ktora
utrudnia maturzystom opracowanie strategii, wymggjjopisania whasrsai figur geometrycznych

z wykorzystaniem wspéteinych punktéw i rown® odpowiadajcych obiektom osadzonym
w uktadzie wspoétrgdnych.

Analiza rozwhzan, przedstawionych w pracach maturalnych z matemapgzwala zauway¢ takze,

ze czsto zdajcy stosuwy skomplikowane naezlzia w prostych sytuacjach, poszukudpowiedzi
wedtugscisle wyuczonego algorytmu, nie zwagac na toze rozwizanie mana znaléc, o wiele tatwiej

i szybciej, jaéli wykorzysta s¢ wiasndci konkretnych obiektow matematycznych, na przyktad
poszukiwanie pierwiastkéw tréjmianu kwadratowegi@zaleznie od postaci tego tréjmianu, odbywa
sig z wyciem wyr@nika (liczenie delty), a pozbywaniegsmnianownika w przypadku nieréwém
realizowane jest przez mienie przez kwadrat wyrania z mianownika, nawet w sytuacji, gdy
mianownik jest zawsze dodatni. W przypadku zadgometrycznych zd@gy czsto stosuj
czasochionne algorytmy i nie majawyku poszukiwania takich metod rozwania, ktére pozwalgj
na znalezienie odpowiedzi w krotkim czasie. Wielmypztych maturzystéw traktuje matemagykk
zestaw gotowych algorytmow i procedur, ktérych @asstvanie pozwala poprawnie rozweé zadania

i w konsekwencji zda egzamin. Stosowanie wyuczonych algorytméw aethiu do pozytywnego
wyniku egzaminu nie zawsze oznacza dobor trafnyatodh do poszukiwania odpowiedzi na
postawione pytania. Nauczycielom trudno jest zndi¢akie podejcie uczniow. Warto jednak, tam
gdzie to maliwe, odchodzt w procesie nauczania od stosowaniagagtie popularnych algorytmow

i pokazywa& przysztym maturzystom alternatywneetip zagadnienia, pozwadge na szybsze
rozwigzanie problemu.

Do zada, ktore sprawiaj maturzystom najwicej trudndci, nalezg te wymagajce uzasadnienia
prawdziwaci twierdzenia lub wtasrioi obiektow matematycznych, szczegdlnie z zakrdgabay.
Zadania ze sformutowaniem ,uzasadng, s3 bardzo cgsto pomijane. W przypadku podejmowania
proby rozwizania typowym kidem jest ograniczeniecsilo sprawdzenia prawdzida wzoru lub tezy
twierdzenia jedynie w konkretnym przypadku. Innyatwym do zaobserwowania nawykiem jest
pomijanie istotnej agci rozumowania lub zapisywanie sformutowania wistylczywiste jest...” bez
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jakichkolwiek komentarzy w kluczowych miejscach guigtawianego uzasadnienia. Zdgj powinni
mie¢ swiadoma¢, ze stosowanie waej wspomnianych zabiegdw nie przyczyni sio poprawienia
wyniku egzaminu.

Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki pozwaéobserwowa niepokojca sytuacg.
Stosunkowo ogsto dato s zauway¢ nizszy wynik za rozwgzanie problemow typowych i
w przypadku zada wymagagcych opanowania zkonych umiegtnoici — u tego samego zdapgo.
Zadania, dotykage elementarnych zagadfijedla czsci maturzystow stanowity punkt wigia do
komplikowania typowych probleméw i wyszukiwania s#e putapek, ktére w rzeczywistc nie
wystepowaty. Na przyktad zdarzatyesprace maturzystow, niemggych zadowoli si¢ rozwigzaniem
prostej nierdwngci trygonometrycznej i prezentigiych w zamian nietypowe metody rozwa, ktore
wrecz nie mogly doprowadé&ido znalezienia wkaiwej odpowiedzi w typowym zadaniu. W trakcie
nauki, take w ramach przygotowania do matury, agl@ametac, ze podstaw sukcesu jest dobre
opanowanie umiefnosci elementarnych. Skupianie ¢siwytacznie na poszukiwaniu rozgdan
zagadnié nietypowych mae przyczynt sie w efekcie do uzyskania rezultatéw pigjipotencjalnych
mozliwosci. Takie ddwiadczenie nie bylo obce uczniom, ktérzy zrezygriowa utrwalania
umiejtnosci mniej wyrafinowanych na rzecz poszukiwania peotdw nietypowych.

Warto na koniec podkéké, ze wiekszas¢ maturzystow potrafita poprawnie rozme¢ zadania,
wymagajce zastosowania konkretnego wzoru i odwgej s¢ do pojedynczych umigjnosci,
zapisanych w podstawie programowej.¢@ie, i na ogo6t poprawnie, rozyaywane byly przez
maturzystéw zadania, w ktdrych zamieszczono ryswrak takie, w ktérych spagdzenie rysunku
utatwiato rozwizanie. Trzeba zaznaczyze do zada z dobrym wynikiem nateaty tez takie, ktore
wymagaly przeprowadzenia krétkiego rozumowania loblaczenia kilku wiasngci obiektéw
matematycznych. Dajeesiednak zauway¢, ze te same osoby, ktory uzyskajobry wynik na maturze
Z poziomu podstawowego, hie potgafiozwigzat wigkszdci zada z poziomu rozszerzonego.
W procesie edukacji wae jest, by ksztalceniu uméegnosci z poziomu rozszerzonego néda
réwnorzdne znaczenie jak utrwalaniu umgiijosci z poziomu podstawowego.



