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Matematyka

Poziom podstawowy

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie paastvym sk ada siz 25 zada zamkni tych
wyboru wielokrotnego oraz 9 zadeotwartych, w tym 6 zadakrotkiej odpowiedzi i 3 zada
rozszerzonej odpowiedzi. Zadania sprawdzay wiadomoraz umiejtno ci opisane w piciu
obszarach wymagaogélnych podstawy programowej matematyliykorzystanie i tworzenie
informacji (pi zada zamknitych i jedno zadanie otwarte krétkiej odpowiedzilykorzystanie

i interpretowanie reprezentacji (czternacie zada zamknitych i dwa zadania otwarte krotkiej
odpowiedzi),modelowanie matematyczngdwa zadania zamkrte, jedno zadanie otwarte kroétkiej
odpowiedzi i jedno zadanie otwarte rozszerzonejowadpdzi), u ycie i tworzenie strategii (cztery
zadania zamknte, dwa zadania otwarte rozszerzonej odpowiedagozumowanie i argumentacja
(dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi). Za rozahie wszystkich zadazdaj cy mdg otrzyma
50 punktéw.

2. Dane dotycz ce populacji zdaj cych

Tabela 1. Zdagy rozwi zuj cy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdaj cych

z licebw ogélnokszta cych

z technikow

ze szké na wsi

ze szk6 w miastach do 20 tys. mieszi@wv

ze szk6 w miastach od 20 tys. do 100 tys. miesaka
ze szk6 w miastach powgj 100 tys. mieszkadw

Zdaj cy rozwi zuj cy
zadania w arkuszu - _
standardowym ze szké publicznych

ze szk6 niepublicznych

kobiety
m czy ni

bez dysleksji rozwojowej
z dysleksj rozwojow

* Dane w tabeli dotyczwszystkich tegorocznych absolwentéw.

Tabela 2. Zdagy rozwi zuj cy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdaj cy Z autyzmem, w tym z zespo em Aspergera 5
rozwi zuj cy zadania| s abowidzcy
w arkuszach w wersjl niewidomi
dostosowanej s abos yszcy
nies yszcy
0gb6 em 18
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 3. Informacje dotycee przebiegu egzaminu (w olgu OKE we Wroc awiu)

Termin egzaminu 5 maja 2016 r
Czas trwania egzaminu 170 minut
Liczba szko 518
Liczba zespo 6w egzaminatorow 32
Liczba egzaminatorow 759
Liczba obserwatoré¥(§ 8 ust. 1) 56
Liczba w przypadku:
uniewanie * art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwi zywania zada przez zdajcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt 2 zdaj cego w sali egzaminacyjnej 0
Z urz dzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zak 6cenia przez zdajego prawid owego 0
pkt 3 przebiegu egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwiywania zada 0
przez zdajcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow 0
ust. 7 dotycz cych przeprowadzenia egzaminu
art. 44zzy | niemo no ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zagini cie karty odpowiedzi)
inne 0
Liczba wgl dow? (art. 44zzz) 393
Liczba prac, w ktorych nie podp rozwi zania zada

* Dane dotycz obu pozioméw egzaminu (podstawowego i rozszerzmnegznie.

INa podstawie rozpordzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 25 czex#015 r. w sprawie szczegd owych warunkéw
i sposobu przeprowadzania sprawdzianu, egzaminnagjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2015, p569).

Na podstawie ustawy z dnia 7 wra&@ 1991 r. o systemie wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2015, poz. 2156, ze zm.)
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4. Podstawowe dane statystyczne
Wyniki zdaj cych
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Procent zdajacych

Wynik procentowy

Wykres 1.Rozk ad wynikéw zdajcych

Tabela 4. Wyniki zdagych — parametry statystyczne*

Zdai ¢ Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna rednia s%?uﬂygg\ise Odsetek

y cy zdaj cych (%) (%) (%) (%) (%) o) sukcesow*
0go6 em
w tym:
Z licebw

ogolnokszta ccych

z technikow

bez dysleksji
rozwojowej

z dysleksj
rozwojow

* Parametry statystyczne podane zosta y dla gazpdych 100 lub wicej zdajcych.
** Dane dotycz tegorocznych absolwentéw, ktorzy przysti do wszystkich egzaminéw obowdkowych.
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Poziom wykonania zada
Tabela 5. Poziom wykonania zada

Numer Poziom
zadania . A . p wykonania
w Wymaganie ogdlne Wymaganie szczegd owe S adania
arkuszu (%)
Il. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdagy lobl|cz§1 potgi _
1. i interpretowanie reprezentacii. wyk adnikach wymiernych i stosuje prawa dziana
b b 1l pot gach o wyk adnikach wymiernych (1.4).
1. Liczby rzeczywiste. Zdagy wykorzystuje definicj
> Il. Wykorzystanie logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logaryt
' i interpretowanie reprezentacji. iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm paji
o wyk adniku naturalnym (1.6).
3 lll. Modelowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdagy wykonuje obliczenia
' matematyczne. procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (1.9).
II. Wykorzystanie 2. Wyra enia algebraiczne. Zdajy u ywa wzoréw
4. i interpretowanie reprezentacji. skréconego mnania na(at b)2 oraza’- b* (2.1).
. . 3. Réwnania i nieréwnei. Zdaj cy sprawdza, czy dana
I. Wykorzystanie i tworzenie | . S 3 A i
5. . " liczba rzeczywista jest rozwianiem réwnania lub
informaciji. S )
nieréwnoci (3.1).
Il. Wykorzystanie 8. Geometnq na p aszcaye karte_z;asklel. Zdajcy
6. . . .| oblicza wspo rzdne punktu przectia dwoch prostych
i interpretowanie reprezentacji. (8.4)
IV. U ycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdapy stosuje zaleno ci mi dzy k tem
7. - . ;
strategii. rodkowym i k tem wpisanym (7.1).
Il. Wykorzystanie 4. Fu_nkCJe. Z_daJ(;y pos uguje sipoznanymi metodaml
8. . . . rozwi zywania rowna do obliczenia, dla jakiego
i interpretowanie reprezentacji. : L
argumentu funkcja przyjmuje damwarto (4.2).
3. Réwnania i nieréwnei. Zdaj cy rozwi zuje proste
9 1. Wykorzystanie réwnania wymierne, prowadee do réwna liniowych
' I interpretowanie reprezentacji. | o kwadratowych, np.X+; =2, x+1_ 2x (3.8).
X+ X
Il. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajcy odczytuje z wykresu w asnm
10. | .. ; N . - .
i interpretowanie reprezentacji. funkcji — zbior wartoci (4.3).
4. Funkcje. Zdajcy odczytuje z wykresu w asnm
11 Il. Wykorzystanie funkcji — punkty, w ktérych funkcja przyjmuje
" | i interpretowanie reprezentacji. w podanym przedziale wartonajwi ksz lub
najmniejsz (4.3).
12 Il. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajcy oblicza ze wzoru warto funkcji dla
" | i interpretowanie reprezentacji. danego argumentu (4.2).
IV. U ycie i tworzenie 6. Trygonometria. Zdagy korzysta z przyblionych
13. - : .
strategii. warto ci funkcji trygonometrycznych (6.2).
I1l. Modelowanie 5. Ci gi. Zdaj cy stosuje wzér na-ty wyraz i na sumn
14. =
matematyczne. pocz tkowych wyrazéw cigu arytmetycznego (5.3).
15 I. Wykorzystanie i tworzenie | 5. Ci gi. Zdaj cy bada, czy dany gj jest arytmetyczny
" | informaciji. lub geometryczny (5.2).
16 I. Wykorzystanie i tworzenie | 7. Planimetria. Zdagy rozpoznaje tréjky podobne
" | informacji. i wykorzystuje cechy podobistwa trojk tow (7.3).
IV. U ycie i tworzenie 6. Trygg.no_metna. Zdag_:y, Znaj c warto jed_nej
17. strategii z funkciji: sinus lub cosinus, wyznacza wadio
gl pozosta ych funkcji tego samegat& ostrego (6.5).
18 Il. Wykorzystanie SP9. Wielokty, ko a, okrgi. Zdaj cy ustala moliwo
" | i interpretowanie reprezentacji. zbudowania tréjkta (SP9.2).
IV. U ycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdapy korzysta z w asnai stycznej do
19. - . . .
strategii. okr gu i w asnoci okr géw stycznych (7.2).
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8. Geometria na p aszcaye kartezjaskiej. Zdajcy

20. i”i'n\t/zlr/k?ertzgv?/;ri]:eere rezentaci bada réwnoleg o i prostopad o prostych na
P P i podstawie ich réwnakierunkowych (8.2).
Il. Wykorzystanie 8. Geometria na p aszcaye kartezjaskiej. Zdajcy
21, | .. ; N , ;
i interpretowanie reprezentacji. wyznacza wspo rane rodka odcinka (8.6).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
22 Il. Wykorzystanie prawdopodobiestwa i kombinatoryka. Zdagy oblicza
" | i interpretowanie reprezentacji. prawdopodobiestwa w prostych sytuacjach, stosuj
klasyczn definicj prawdopodobiestwa (10.3).
I. Wykorzystanie i tworzenie | 9. Stereometria. Zdajy rozpoznaje w walcach
23. | . % . . N i .
informaciji. i sto kach kty mi dzy odcinkami i p aszczyznami (9.3).
I. Wykorzystanie i tworzenie 9 Stereometria. ng}y rozpoznaje w graniastos upach
24. | . I, i ostros upach ky mi dzy odcinkami i p aszczyznami
informaciji. 9.2)
: G9. Statystyka opisowa i wprowadzenie do rachunku
25. i”i.n\t/?r/k:)ertzgv?/;anri"eere rezentaci prawdopodobiestwa. Zdajcy wyznaczaredni
P P 1l arytmetyczn i median zestawu danych (G9.4).
G9. Statystyka opisowa i wprowadzenie do rachunku
. prawdopodobiestwa. Zdajcy wyznaczaredni
26. i”i'n\t/zlr/k?ertzgv?/;ri]:eere rezentaci arytmetyczn i median zestawu danych (G9.4).
P P 1. Liczby rzeczywiste. Zdagy oblicza b d
bezwzgldny i b d wzgl dny przybli enia (1.7).
Il. Wykorzystanie 3. Réwnania i nieréwnei. Zdaj cy rozwi zuje
27. | .. ; N I ) , J o E
i interpretowanie reprezentacjil. nierowno ci kwadratowe z jednniewiadom (3.5).
o ] 3. Réwnania i nieréwnei. Zdaj cy korzysta z w asnai
og | |- Wykorzystanie i tworzenie | jioczynu przy rozwizywaniu réwna typu
Informacjl x(x+1)(x- 7)= 0 (3.7).
. 7. Planimetria. Zdapy rozpoznaje trojky podobne
29. iVérRSrz‘nuenr]\?z:\c/;a:e i wykorzystuje (take w kontekstach praktycznych)
9 1a. cechy podobiestwa tréjk tow (7.3).
V. Rozumowanie 2. Wyra enia algebraiczne. Zdajy u ywa wzoréw
30. |. : ; . 2 s 12
i argumentacja. skréconego mnae&nia na(ai b) oraza’- b* (2.1).
1. Liczby rzeczywiste. Zdagy wykorzystuje definicj
logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logaryt
i1l Modelowanie iloczynu, I(_)garytm ilorazu i logarytm pagi _
31. o wyk adniku naturalnym oraz wykorzystuje
matematyczne. . e .
podstawowe w asnai pot g — rownie w zagadnieniach
zwi zanych z innymi dziedzinami wiedzy, np. fizyk
chemi, informatyk (1.6, 1.5).
SP9. Wielokty, ko a, okrgi. Zdaj cy stosuje
IV. U ycie i tworzenie twierdzenie o sumie kéw trojk ta (SP9.3).
32. - . : . DAY ; .
strategii. G7. Réwnania. Zdagy rozwi zuje rdwnania stopnia
pierwszego z jednniewiadom (G7.3).
9. Stereometria. Zdajy stosuje trygonometrido
V. U vcie i tworzenie oblicze d ugo ci odcinkéw, miar ktéw, pél
33. str'ate yii powierzchni i objto ci (9.6).
gil. G10. Figury p askie. Zdagy stosuje twierdzenie
Pitagorasa (G10.7).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
34 Ill. Modelowanie prawdopodobiestwa i kombinatoryka. Zdagy oblicza

matematyczne.

prawdopodobiestwa w prostych sytuacjach, stosuj
klasyczn definicj prawdopodobiestwa (10.3).
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Wykres 2. Poziom wykonania zade obszarze wymagaogoélnych
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Poziom rozszerzony

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rezsanym zawiera 5 zadaamknitych wyboru
wielokrotnego, 11 zadaotwartych, w tym 7 zadakrotkiej i 4 zadania rozszerzonej odpowiedzi.
Zadania sprawdza y wiadonw oraz umiejtno ci opisane w piciu obszarach wymagaogolnych
podstawy programowej matematykivykorzystanie i tworzenie informacji (jedno zadanie
zamknite), wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (cztery zadania zamkrig),
modelowanie matematyczne(trzy zadania otwarte krotkiej odpowiedzi i dwadamia otwarte
rozszerzonej odpowiedzi) ycie i tworzenie strategii (dwa zadania krotkiej i dwa rozszerzonej
odpowiedzi) orazozumowanie i argumentacja (2 zadania krotkiej odpowiedzi). Za rozwanie
wszystkich zadazdaj cy még otrzyma 50 punktow.

2. Dane dotycz ce populacji zdaj cych

Tabela 6. Zdajpy rozwi zuj cy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdaj cych

z licebw ogélnokszta cych
z technikow

ze szk6 na wsi
ze szké w miastach do 20 tys. miesz@wv

Zdaj cy rozwi zuj Cy [ ;6 s7k4 w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszha
zadania w arkuszu

standardowym

ze szk6 w miastach powgj 100 tys. mieszka&ow

ze szkdé publicznych
ze szkd niepublicznych
kobiety

m czy ni

* Dane w tabeli dotyczwszystkich tegorocznych absolwentéw.

Tabela 7. Zdagy rozwi zuj cy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdaj cy Z autyzmem, w tym z zespo em Aspergera
rozwi zuj cy zadania| s abowidzcy

w arkuszach w wersji niewidomi

dostosowanej s abos yszcy

nies yszcy

0gb6 em

DOIN|W| OO
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3. Przebieg egzaminu
Tabela 8. Informacje dotycee przebiegu egzaminu (w ogu OKE we Wroc awiu)

Termin egzaminu 9 maja 2016 r
Czas trwania egzaminu 180 minut
Liczba szké 341
Liczba zespo 6w egzaminatoréw 32
Liczba egzaminatorow 759
Liczba obserwatoro(§ 8 ust. 1) 12
Liczba , | W przypadku:
uniewanie art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwi zywania zada przez zdajcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt 2 zdaj cego w sali egzaminacyjnej 0
z urz dzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zak 6cenia przez zdajego prawid owego 0
pkt 3 przebiegu egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwiywania zada 0
przez zdajcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow 0
ust. 7 dotycz cych przeprowadzenia egzaminu
art. 44zzy | niemo no ustalenia wyniku (np.
ust. 10 zagini cie karty odpowiedzi)
inne
Liczba wgl dow? (art. 44zzz) 76
Liczba prac, w ktorych nie podp rozwi zania zada 1

* Dane dotycz obu pozioméw egzaminu (podstawowego i rozszerzmnegznie.

INa podstawie rozpordzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 25 czeav2015 r. w sprawie szczegd owych warunkéw
i sposobu przeprowadzania sprawdzianu, egzaminnagjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2015, p569).
Na podstawie ustawy z dnia 7 wra@ 1991 r. o systemie wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2015, poz. 2156, ze zm.)



4. Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdaj cych
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Wynik procentowy
Wykres 3. Rozk ad wynikéw zdajych
Tabela 9. Wyniki zdagych — parametry statystyczne*
Zdai Liczba Minimum Maksimum | Mediana | Modalna rednia s(t)aiijhei/rlgg\lie
s zdaj cych | (%) (%) (%) (%) (%) %)
og6 em
w tym:
z licebw

ogolnokszta ccych

z technikéw

* Dane dotycz tegorocznych absolwentéw, ktorzy przysti do wszystkich egzaminéw obovakowych
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Poziom wykonania zada

Tabela 10. Poziom wykonania zada

Numer Poziom
zadania Wymaganie ogdlne Wymaganie szczeg6 owe wykonania
w y y zadania
arkuszu (%)
1 Il. Wykorzystanie 2. Wyra enia algebraiczne. Zdajy u ywa wzoréw
. i interpretowanie . : 3 3. 13
reprezentacj. skroconego mnenia na(a+b)” oraza®+b* (R2.1).
!' Wykorz_ystanle 3. Réwnania i nieréwnei. Zdaj cy stosuje twierdzenie
2. i tworzenie . SR \ )
. . o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumiana(R3.4).
informaciji.
.”.' Wykorzystar_lle 4. Funkcje. Zdajcy na podstawie wykresu funkgji= f(x)
3. | Interpretowanie szkicuje wykresy funkcjy = f(X)|,y = c-f(x), y =f(cx) (R4.1)
reprezentacji. ' ' s
4 ” Wykorzystar_ne 11. Rachunek rdniczkowy. Zdajcy oblicza pochodne funkcj
. i interpretowanie )
. wymiernych (R11.2).
reprezentacji.
Il. Wykorzystanie 11. Rachunek rdniczkowy. Zdajcy oblicza granice funkgciji
5. i interpretowanie (i granice jednostronne), korzystajz twierdze o dzia aniach
reprezentaciji. na granicach i z w asnoi funkcji ci g ych (R11.1).
i1l Modelowanie 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
6. m;’;\temat czne prawdopodobiestwa i kombinatoryka. Zdagy oblicza
Y ' prawdopodobiestwo warunkowe (R10.2).
7 lll. Modelowanie 5. Ci gi. Zdaj cy rozpoznaje szeregi geometryczne ziwe
) matematyczne. i oblicza ich sumy (R5.3).
8 V. Rozumowanie 2. Wyra enia algebraiczne. Zdajyy u ywa wzorow
: i argumentacja. skréconego mnenia na(azt b)” oraza®- b? (2.1).
. 7. Planimetria. Zdapy rozpoznaje figury podobne
9. ivérRﬁinuer?]?;’\éa:'e i jednok adne; wykorzystuje (ta& w kontekstach
9 1a. praktycznych) ich w asnai (R7.4).
4. Funkcje. Zdajcy wykorzystuje w asnai funkcji liniowej
10 IV. U ycie i kwadratowej do interpretacji zagadnigeometrycznych,
: i tworzenie strategii. | fizycznych itp. take osadzonych w kontesie praktycznym)
(4.12).
. 6. Trygonometria. Zdagy rozwi zuje rownania i nieréwnai
IV. U ycie i ! .
11. i tworzenie stratedii trygonometryczne oraz pos uguje siykresami funkcji
gl trygonometrycznych (R6.6, R6.4).
3. Réwnania i nieréwnei. Zdaj cy stosuje wzory Viete'a,
Ill. Modelowanie rozwi zuje réwnania i nierownai liniowe i kwadratowe
12. : z parametrem, rozwzuje nieréwnoci kwadratowe z jedn
matematyczne. L ! A . )
niewiadom oraz réwnania i nieréwnai z warto ci
bezwzgldn (R3.1, R3.2, 3.5, R3.9).
8. Geometria na p aszcayie kartezjaskiej. Zdajcy
wyznacza réwnanie prostej, ktéra jest rownolegta lu
13 IV. U ycie prostopad a do prostej danej w postaci kierunkowej
: i tworzenie strategii. | i przechodzi przez dany punkt, oblicza wspddrze punktu
przeci cia dwdch prostych oraz wyznacza wspddree rodka
odcinka (8.3, 8.4, 8.5).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
i1l Modelowanie prawdopoqlobmtwa [ komblnato_ryka:_Zdatpy V\_/ykorzystl_J_Je
14. wzory na liczb permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji

matematyczne.

z powtorzeniami do zliczania obiektéw w bardziej pnych
sytuacjach kombinatorycznych (R10.1).
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9. Stereometria. Zdajy rozpoznaje w graniastos upach
15 IV. U ycie i ostros upach ky mi dzy cianami, stosuje trygonometrilo
: i tworzenie strategii. | oblicze d ugo ci odcinkéw, miar ktéw, pél powierzchni

i obj to ci (9.4, 9.6).

16 I1l. Modelowanie 11. Rachunek rdniczkowy. Zdajcy stosuje pochodne do
: matematyczne. rozwi zywania zagadnieoptymalizacyjnych (R11.6).
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Komentarz

ANALIZA JAKO CIOWA ZADA

Analiza wynikéw matury z matematyki p@ziomie podstawowynmpozwala zauwa , e do najlepiej
opanowanych umiejno ci nale te, ktére wymagajzastosowania prostych i cto pojawiajcych si
w trakcie nauki w asnai figur geometrycznych.

Naj atwiejszym zadaniem (poziom wykonania zadaniB/%) okaza o sizadanie badage poziom
opanowania umiefno ci stosowania zal@o ci mi dzy k tem rodkowym i k tem wpisanym.

Zadanie 7. (0-1)
PunktyABCDle na okrgu o rodkuS (zobacz rysunek).
Miara k taBDCjest réwna

A 9rI°
B. 72,5
C. 18
D. 32

Wysoki poziom realizacji tego zadania potwierdzkt fapisany w raporcie po badaniach PIZA,
polscy uczniowie do dobrze radz sobie w sytuacjach typowych, a poprawne rozamie wynika
prawie bezpaednio z twierdzenia o kie rodkowym i wpisanym, opartych na tym samym uku
okr gu. Nie bez znaczenia jest teapewne mdiwo ,odgadnicia” poprawnej odpowiedzi poprzez
poréwnanie zaproponowanych dystraktoréw z mimznaczonego na rysunku&ADB.

Réwnie bardzo dobrze poradzili sobie maturdyz rozwi zaniem zadania, w ktérym trzeba by o
wykorzysta zaleno pomi dzy wspé rzdnymi rodka i wspd rzdnymi ko céw tego samego odcinka
(poziom wykonania zadania — 86%).

Zadanie 21. (0-1)
W uk adzie wsp6 rainych dane spunkty A=(a, 6) orazB =(7,b). rodkiem odcinkaAB jest

punkt A= (3, 4). Wynika std, e
A.a=51i b=5 B.a=-11ib=2 C.a=41i b=10 D.a=-41ib=-2

Konstrukcja tego zadania unioviaa zastosowanie kilku strategii jego rozwénia. Oprocz
oczywistej, wynikajcej z zastosowania znanego wzoru na wspdma rodka odcinka, maa by o
zastosowa metod sprawdzania warunkoéw i po kolei wstawiaaproponowane wartoi a i b.
Wodwczas nie jest potrzebny wspomniany wzor, a wgstana przyk ad spordzi stosowny rysunek.
Zapisy w brudnopisach prac maturalnych potwierdzgogowanie takiej strategii.
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Kolejnym przyk adem, potwierdzajym tez, e maturzyci do dobrze radz sobie w sytuacjach
typowych jest wysoki poziom wykonania zadania (84%) ktérym nalea o wykorzysta cechy
podobie stwa trojk tow i na podstawie informacji, zawartych na rysuroda d ugo boku trojk ta.
Zawarta w treci zadania informacja o podobmwie trojk tow pozwala a na trafny wybor waewych
narz dzi do rozwizania przedstawionego problemu. W szczegdingo ustaleniu odpowiedniol
bokéw oraz skali podobistwa, naturalnym by o utworzenie i rozwanie prostego rownania,
wynikaj cego z twierdzenia o stosunku odpowiednich bokdétroyk tach podobnych.

Wysoki poziom wykonania (80%) osgin li zdaj cy take w przypadku zada sprawdzajcych
opanowanie umiefno ci wyznaczania wartai funkcji sinus kta, dla ktérego podano wartofunkcji
tangens, oraz umidpo ci odczytywania z wykresu funkcji jej zbioru warth

Na poziomie rozszerzonymnaj atwiejsze okazay sizadania, w ktorych trzeba by o wykazsi
umiej tno ciami, zapisanymi w podstawie programowej W Ck wyznaczajcej zakres rozszerzony,
ale w sytuacjach typowych, odwo aych si do popularnych wzoréw lub wymagajch zastosowania
konkretnego twierdzenia.

Naj atwiejsze okaza o sizadanie, wymagage zastosowania wzoru skroconego namia na szeian
sumy, z poziomem wykonania zadania — 85%.

Zadanie 1. (0-1)

]
W rozwinieciu wyrazenia (2\/?::\‘+4j‘) wspdlczynnik przy iloczynie xy” jest réwny

A. 3243 B. 48 C. 963 D. 144

Dobry wynik uzyskany przez maturzystbw w tym zadamak 6ca jednak obserwacja po analizie
zapiséw rozwiza w brudnopisach. Wielu zdajych, poszukujc wspé czynnika przy iloczyniey?,
obliczao po kolei wszystkie pozostae wspo czynmiizwini cia wyra enia (2@x+ 4y)3, co

wiadczy o mechanicznym stosowaniu wzoru. Takie pate prowadzio do wykonywania
nieprzydatnych oblicze Doceni jednak naley skuteczno w poszukiwaniu rozwizania w przypadku
zdecydowanej wkszo ci maturzystéw.

W zadaniu, wymagagym zastosowania wzoru na pochodorazu funkcji, zdajcy osi gn li poziom
wykonania — 79%.

Zadanie 4. (0-1)
Funkcja f(x)=

jest okreslona dla kazdej liczby rzeczywiste) x. Pochodna tej funkeji

5 J
2 4

jest okreslona wzorem

M SRR T ) —Oy2 4 2
(x*+4) (x*+4)

o =22 D. fi(x)=2X 2412
(,\"+4] (.\"+4)

Podstawa programowa nauczania matematyki przewiahljezanie pochodnych jedynie z wybranych
funkcji, w szczegolnai z funkcji wielomianowych i wymiernych. Rezultasi gni ty w tym zadaniu
wskazuje, e wi kszo zdajcych solidnie opanowa a umiéjo obliczania pochodnych w tym
wyznaczonym zakresie. Tegorocznych maturzystbw gé& @echuje sprawne pos ugiwanie si
popularnymi algorytmami.
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W 2016 roku najtrudniejsze na maturze z matematiliza y si zadania, w ktorych nala o wykaza
prawdziwo wzoru lub uzasadni wasnoci figur geometrycznych. Cst reakcj na samo
sformu owanie zawierage polecenie ,wykd lub ,uzasadnij” jest opuszczenie zadania. Licgnapa
zdaj cych w ogodle nie podejmuje préby rozeania zada, wymagajcych uzasadnienia tezy, z gory
rezygnujc z moliwo ci uzyskania punktéw za umiéno rozumowania i argumentacji. Regularnie
w egzaminach maturalnych wyptije prawid owo , e dowod z zakresu algebry okazuje si
trudniejszy od dowodu geometrycznego.

Oto najtrudniejsze zadanie z maturypteiomie podstawowym(poziom wykonania zadania — 21%).

Zadanie 30. (0-2)
Ci g (a,) jest okrelony wzorem a, =2’ +2n dla n3 1. Udowodnij, e suma kadych dwéch
kolejnych wyrazow tego cgu jest kwadratem liczby naturalnej.

Poni ej zamieszczono przyk adowe poprawne rozamnia zadania (przyk ad 1. 2.).
Przyk ad 1.

Sy IEEESNE : 2 n& M\LD@ A
AW G2 W E S TN
dint L b D AT T e T E T h T &
| | i
i f-+ - N 7
A A xS L E T P14 0 23 U+ 4000
R R EN A N RN I EAN U
f . | e :
L=l A4 ) = AR AT =TI AU ]
i || L
A ‘\‘e ke r\n‘}i.mqut
! r%\ﬁ%x\ 0 Kopda Lo
adardng, joormmoong. | peags do |
E \ fw 6veegmpc ‘“mn PO P
i dedashO x(a)lre 9% & -
I el ‘ “f{)\\'ﬂiﬂ'f?tf %i\rﬂi ,,,,, Mj,]o l. nl./
i I b i i i v i

Wielu maturzystéw nie podjo w ogdle préby zmierzenia st problemem zaproponowanym w e
zadania. Z kolei dwa grupa zdacych pope ni a bd polegajcy na wnioskowaniu na podstawie analizy



Matematyka 17

sumy ssiednich wyrazow cigu w kilku konkretnych przypadkach o w asciach wszystkich wyrazow
tego cigu. Oto przyk adowe rozwzanie zawierace ten b d.

Przyk ad 3.
2 WIEIAY APV AY EE .
:/(: 2
Q; ,2‘22+2‘2: /DZ 118, 4[ +
Ry =28t 2.3 94 | Beres=3494

Q4 =242+ 2.4 =440 Qs5#ay=C4>E% o~
LHol  foli ppolue 2ecmc [ aud .

Trudnoci w tym zadaniu, ktérzdaj cy musieli pokonaju na samym poczku rozwi zania, by o
zapisanie w sposob ogélny sumy dwdch kolejnych mgadanego cgu. Niektorzy zdajcy pope niali

b dy rachunkowe przy wyznaczaniu wzoréw na kolejneay ci gu b d w trakcie przekszta cania
otrzymanego wyrania, okrelaj cego sum dwodch ssiednich wyrazéw. To uniembiwia o pomy Ine
zako czenie dowodu (jak w przypadku zilustrowanym w fragzie 4.).

Przyk ad 4.

A=Al Qut = 2t elutl = ofHnr T

Quf +Lu = ?M.z*fzbt + L+ ZwleZL‘ E: 4([/\2 s +2

é-réz‘éé 42

Okazuje si tak e, e w wielu przypadkach pomimo przebrtia przez pierwszy etap rozvgania, nie
uda o si zdajcym doprowadzi rozumowania do kaa. W przyk adzie 5. zdajy wyznaczy
poprawnie wzor na sundowolnych ssiednich wyrazow, ktéra me by zapisana w postaci tréjmianu
kwadratowego. Jednak tym razem mechaniczne oblezauyrd nika trojmianu kwadratowego,
popularnej delty () nie wystarczy o do poprawnego dokaenia rozumowania — pojawi a svyra na
trudno w opisie istotnych konsekwencji wyndika rownego 0.

Przyk ad 5.
)%[1@44)
L +1v\+Uﬂé,‘,; L[ s (An
- Jn azn’ﬁ“"*Lﬂ”*?*ti

| Skoro  dn % wugndk
o Kolefe | oal,
kwodtatowd, Leoved  mored

: by
thJgame(f@gw _ kol ’ﬂ%t
|4 ya;o o steoware | e Y

N

i e 0ot »
A0 A oW | el pootedniel oy
gq\, , rmiL n /Koo ﬁﬁg Zxcbbryz ﬂa,(u,rabzfjmy‘
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Réwnie dowdd geometryczny sprawi trudmmd zdaj cym, cho tradycyjnie rezultaty, jakie zdajy
osignli w tym przypadku (poziom wykonania zadania — 27%) zdecydowanie lepsze ni
w przypadku dowodu algebraicznego. Oto treadania i poprawne rozvaania (przyk ad 6.1 7.).

Zadanie 29. (0-2)

Dany jest trojkt prostoktny ABC. Na przyprostoktnych AC i AB tego trdjkta obrano odpowiedni
punktyD i G. Na przeciwprostoknejBC wyznaczono punkt i F takie, e| DEC| =| BGF| =90°
(zobacz rysunek). Wyka e trojk t CDE jest podobny do tréjka FBG.

C

O

Przyk ad 6.

ST E]

Przyk ad 7.

Tl A8 ol peskalol el i1

i
i

3<o,} 4 ABc. mro%omt@gplo |
Tacjholy CEDT| BGF gy e | Ol 0,04} 0hed),
Auac sc, ﬁ!'bm_(ul«qtbkkqi‘), CO ‘ korh’m: ok,u:ci '''''' l ‘

i

Po analizie rozwiza zadania zamkniego z tego samego arkusza maturalnego, w karigekvielu
poprawnych rozwiza zadania, zwizanego z podobistwem trojktow mo na by przypuszcza e
umiej tno ci zwi zane ze stosowaniem cech podobiea tréjk tbw s dobrze opanowane. Okazuje si
jednak, e dla maturzystow czym innym jest korzystanie oprimfacji o tym, e tréjk ty s podobne,

a czym innym przedstawienie takiej informacji weamzasadnieniem. Szczegdlnie trudny, w zadaniu
wymagaj cym uzasadnienia podobi&wa figur, by brak konkretnych informacji o miahak tow
ostrych w rozpatrywanych tréjtach. Maturzyci na ogé dobrze operujpa konkretach, a znacznie
gorzej funkcjonuj w sytuacjach takich jak w tym zadaniu, gdy trzstwéerdzi rowno odpowiednich

k tow bez podanej w trei zadania informacji o miarach tw. Std wynikaj b dne préby
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rozwi zania zadania, polegae na ustaleniu konkretnych miartéw, jak choby na przyk adzie
poni €j.

Przyk ad 8.

A

A EDC ~ AFpé ( klk)

Pomimo e zadania z poleceniem typu: uzasadnij, udowodnyjka s elementem arkuszy
egzaminacyjnych od wielu lat, w wielu pracach mmzauway brak dowiadczenia przy zapisywaniu
rozwi zania zadania tego typu. Zdey niejednokrotnie ma pomys na rozuanie problemu, ale nie
komentuje wanych elementéw przedstawionego rozzéinia, co uniemdiwia przyznanie przez
egzaminatoréw pe nej liczby punktéw. W przyk adziedaj cy nie poda , ktére ky w poszczegdlnych
trojk tach maj rowne miary ani dlaczego te miary sdwne. Przedstawiono tu odwo anie sio
przechodnioci relacji podobiestwa, ale nie wskazanadnej pary rownych kéw ostrych, co musi by
potraktowane jako omingie istotnego fragmentu rozumowania.

Przyk ad 9.
L GBF ~MPBL  ( 2oseda i Wt pbgh” )
A DEC ~ [ ABC ( woeds | ek, k)
1 Fwo Lang €
A DEC ~MIFGR

W wielu pracach zdagy korzystaj z tezy przy dowodzeniu tej tezy, omiadczy o braku zrozumienia
istoty dowodu. Oto przyk ad takiego dnego rozumowania.

Przyk ad 10.
|CE| (FC )
_ﬁ_‘_ - m——— 5% - [
ico] .~ [FBI \}C)l 'YY'F(
U
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Tylko co trzeci maturzysta poprawnie rozea zadanie 34. z rachunku prawdopodogiea. Oto
poprawne rozwizania tego zadania (przyk ad 11.i12.).

Zadanie 34. (0-4)
Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowyloBujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie hez

zwracania. Oblicz prawdopodobstwo zdarzenia polegajego na tym, e suma wylosowanych licz
b dzie rowna 30. Wynik zapisz w postaci u amka zwgk aieskracalnego.

[

Przyk ad 11.
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Przyk ad 12.

%u_esmcémego ¥ m.....&mmy@%m ,MM@;(&%N R

Dla wielu maturzystéw ju pierwszy, zupe nie elementarny etap rozania tego zadania sta si
przekraczajcym ich moliwo ci wyzwaniem. Okazuje si e stwierdzenie, ile jest naturalnych liczb
dwucyfrowych moe nie by oczywiste. W ustaleniach pojawiagi wyniki 89, 91, 99 oraz inne,
ktorych wyst pienie trudno wyt umaczy Bardzo czsto ustalenie, e wszystkich liczb naturalnych
dwucyfrowych jest 90, by o ostatnim poprawnym zemsw rozwizaniu zadania. Zdagy cz sto
uto samiaj t liczb z liczb wszystkich zdarzeelementarnych (przyk ad 13.).

Przyk ad 13.

(
(_,f;@_/ﬂ,) (.4?, 3) ’2) (Kﬂ/m) va J/
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W przypadku cz ci zdajcych dao si zauway pope nianie bdu, polegajcego na kreowaniu
sprzecznoci w  przedstawianym modelu przestrzeni  probabitistej, pomimo poprawnego
wyznaczenia liczby wszystkich wynikow losowaniaktorym mowa w zadaniu. Na przyk ad przy
obliczaniu, ile jest wszystkich zdarzelementarnych, zdagy nie uwzgldniali kolejno ci losowanych
liczb, a przy zliczaniu wynikéw sprzyjajych danemu zdarzeniu uwzdhiali t kolejno . Ten rodzaj

b duilustruje przyk ad 14.

Przyk ad 14.

| bsu&w, Wb dwu%?wu“%d"

= {30 .9;. A0 s Lo.’ffu_u“mu L
- QL' & uuL’\/n, L 5@,{92,\ SE

o

1 i ,\ \ S%O : B ’%fj \’1 v ‘23_ Z:Z‘T) i ’?r QUC')‘G

: P Mm@v‘v@ (—U/\(« \x_’\f\’\ duu) J&Mjbﬂ /
i k‘k;\)(\\‘)\) A “n)(‘JV\Q_ fJCJq L u./,-ﬂ/\u. i
Faks \/lu Lu3 uM /"5) /3‘) ('/-’FA;Z\ R

\ﬁv\ A5 M\N\&M@M\‘{\Wﬁ \/LU 49)

(/lfl /\D}, k/ls{ A2 (/>< M\ w; /q

J(\/'wsfttf(),f LML/Q SN L
J‘g,/\/f u{n_ AU ’

AreS ' 220
P. A .10 2
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W asnoci prawdopodobiestwa s dla wielu maturzystéw treiami, ktére nie korespondug zapisami
w prezentowanych przez nich rozwaniach. W wielu pracach zday w wyniku obliczenia
prawdopodobiestwa otrzymuje, jako wynik kaowy, liczb wi ksz ni jeden. Elementarna w asno

prawdopodobiestwa, jak jest jego warto z przedzia u Iiczboweg«éO, :I> powinna prowadzido

natychmiastowej weryfikacji rozumowania, w przypadiézyskania wyniku spoza wspomnianego
zakresu liczbowego. Tymczasem brak sensowinotrzymanego wyniku nie prowadzi niektorych
zdaj cych do adnej refleksji. Ponij przyk ad 15., ilustrugy tak sytuac;j.

Przyk ad 15.

Na poziomie rozszerzonym najwi cej trudnoci tegoroczni maturzgi mieli z rozwi zaniem
zadania 13., sprawdzaggo opanowanie umidpo ci z zakresu geometrii na p aszcaie
kartezjaskiej. Szczegb owe omolwienie tego zadania zamiasagzw dalszej czci niniejszego
opracowania.

Réwnie zadanie 9., wymagaje przeprowadzenia rozumowania z wykorzystaniemsnoai
podobie stwa figur w planimetrii, mia o bardzo niski pozionykonania — 15%. Mniej nico pity
maturzysta, ktéry wybra poziom rozszerzony egzanzmmatematyki, wykaza réwnoodcinkéw —
co by o tematem zadania.

Zadanie 9. (0-3)

Dany jest prostok ABCD. Okr g wpisany w tréjkt BCD jest styczny do przeknej BD w punkcieN.
Okr g wpisany w tréjkt ABD jest styczny do bokéD w punkcieM, a rodekStego okrgu ley na
odcinkuMN, jak na rysunku.

D C

)

(A

Wyka , e |MN|=|AD|.
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Du a cz zdajcych, take ci, ktérzy dobrze sobie radzili przy rozeywaniu innych zada nie
potrafia znale w a ciwej drogi do wykazania rownoi odcinkbw MN i AD. Warto podkrdi
natomiast, e ogromna wikszo spordd tych maturzystéw, ktérzy uzyskali chiny niewielki postp
w rozwi zaniu zadania, doprowadza a swoje rozumowanie dosko

Dowdd algebraiczny rownienie by atwym zadaniem.wiadczy o tym niski poziom wykonania
zadania — 20%.

Zadanie 8. (0-3)
Wyka , e dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistychy takich, e x*>+ y* =2, prawdziwa jest

nierbwno x+y£2.

W przypadku tego zadania wielu zdajch, po kilku nieudanych prébach réwnowgch przekszta ce
tezy, rezygnowa o z dalszych poszukiwazwi zania. Przy tym zadaniu w arkuszach egzaminacyjnych
wyst piy do chaotyczne zapisy préb rozwa , co sygnalizuje koniecznowprowadzenia wikszej
liczby zada tego typu do procesu edukacji przysz ych matu@ystbsolwenci licedw i technikow
dysponuj na ogé sporym zasobem naizi matematycznych, pozwalaych uzasadniprawdziwo
wzordw z zakresu algebry. Tymczasem bardzo popellakaza o si podj cie decyzji o rezygnacji

z doboru odpowiedniego rozumowania do uzasadnigaa z treci zadania. Wikszo zdaj cych
opu ci a zadanie lub nie potrafi a zapisa a ciwych przekszta ce ktére prowadzi yby do wykazania
prawdziwo ci w ashoci sumy dwoch liczb na podstawie informacji o sukv&adratow tych liczb.

Zadanie 15. dotycze zagadnieze stereometrii rGwnienale a o do trudnych.

Zadanie 15. (0-6)
W ostros upie prawid owym czworakym ABCDSo0 podstawieABCD wysoko jest réwna 5, a k

mi dzy s siednimi cianami bocznymi ostros upa ma midr20° . Oblicz objto tego ostros upa.

Zdaj cy, ktorzy podjli préb rozwi zania tego zadania, mieli k opot juv pocztkowej fazie
rozwi zywania zadania. Da cz  zdajcych miaa trudnai z wykonaniem przydatne] do
przeprowadzania rozumowania ilustracji graficz@. zdaj cych ujawni a brak zrozumienia poja

k ta mi dzy s siednimi cianami. Ponadto w gronie zdeych, ktérzy przebrdi przez etap tworzenia
rysunku i interpretacji Ka dwuciennego, wikszo miaa problem z zaplanowaniem kolejnych
krokéw, prowadzcych do poszukiwania odpowiedzi na postawione pgtaV szczegodlnai trudno
by o zdajcym wyznaczy wielko ci potrzebne do obliczenia obp ci ostros upa. Stosowanie
algorytméw, nawet z amnych, jest dla maturzystéw znacznie atwiejszesaimodzielne opracowanie
strategii postpowania, a takiego samodzielnego wyboru strategimaga o zadanie, dotyoze
w asnoci figur w geometrii przestrzennej.

Problemy ,pod lup ”
MATEMATYCZNE MODELOWANIE RZECZYWISTO ClI

Mo liwo  zastosowania matematyki jako nalzia, umoliwiaj cego poznanie otaczapgo
rodowiska i pozwalajfego na opisanie rzeczywistych zagadniea pomoc poj i regu
matematycznych — to jeden z wagch powodow powszechnego nauczania tego przedniozumiej
to take sami uczniowie, csto powtarzajcy argumenty na rzecz konieczob przekazywania
szczegolnie takiego zakresu wiedzy czy untig) ci, ktory pozostaje wcis ym zwi zku z konkretami
i ma prze oenie na sytuacje realne. Umigjo opisu rzeczywistai z wykorzystaniem modelu
matematycznego to jednak wecidla wielu ludzi wchodzcych w doros eycie sfera nieosgalna.

W arkuszu maturalnym z matematyki dla poziomu pesletvego znalaz o szadanie z treei , ktorej
wi ksz cz  stanowi tekst popularnonaukowy. W zadaniu tym podazor opisujcy rzeczywiste
zjawisko.
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Zadanie 31. (0-2)
Skala Richtera sy do okrelania siy trzsie ziemi. Sia ta opisana jest wzorem

A . : . 14
= Iogg , gdzie A oznacza amplitudtrz sienia wyraon w centymetrach;% =10"cmjest sta,
nazywan amplitud wzorcow . 5 maja 2014 roku w Tajlandii mia o miejsce 8ienie ziemi o sile 6,2

w skali Richtera. Oblicz amplitudrz sienia ziemi w Tajlandii i rozstrzygnij, czy jestawi ksza, czy_
— mniejsza od 100 cm.

Aby rozwi za zadanie, nal@a o wstawi do podanego wzoru odpowiednie wacioliczbowe,
wyst puj ce w treci zadania oraz zastosowadpowiednie w asnai logarytmu i potgowania, ktére
zdajcy mog odnale w dopuszczonym do wykorzystania w trakcie matuegtawie wzoréw

matematycznych. Oto przyk adowe poprawne rozamia zada, przedstawione przez tegorocznych
maturzystéw (przyk ady 16. i 17.).

Przyk ad 16.
i l.gi c=_b__f;5'olb=='c' o i
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Przyk ad 17.

G .Z;: | w,%_toif".
g% = dog ol

Dla wielu zdajcych rozwi zanie zadania nie mog o zakazy si sukcesem, poniewanieli powane
trudnoci z podstawieniem odpowiednich warto do wzoru. W zamieszczonych przyk adowych
rozwi zaniach (przyk ad 18. i 19.) pomylono sirz sienia ziemi z amplitudtrz sienia ziemi.
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Przyk ad 18.

L840 E By {ouos, < -
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Innym charakterystycznym kilem by o umieszczanie we wzorze w miejscu amplitalygienia ziemi
warto ci liczbowej, z ktor nale a o ow amplitud poréwna. Oto przyk adowe bdne podejcie do
rozwi zania problemu.

Przyk ad 20.
,’, Aﬁf?lm
J’ Aot
I m:rf,
_6 2 { /?,_p._:upu i
_6[,2?{_:0@»' a0 L

Du a cz zdajcych nie mog a poprawnie odniesi do sformu owanego w zadaniu zagadnienia,
poniewa hie przyswoia pojcia logarytmu lub nie potrafi a zastosowalementarnych w asnci
logarytmu. Przyk ady przedstawione pa)i wiadcz o tym, e mianownik u amka, stanovaego
liczb logarytmowan, mo e by postrzegany jako liczba niezwana z logarytmem. Wed ug czi
zdaj cych, dzi ki wymno eniu obu stron nieréwnoi przez mianownik liczby logarytmowanej, nma
pomin mianownik liczby logarytmowanej. Dodatkowo w przattzie 21. ujawniono,e sam symbol
,l0g” mo e by traktowany jako liczba/zmienna, przez ktdno na mnoy obie strony réwnania.
Rownie w tym przyk adzie utcssamianie ,l0g10” (tj. symbolu logarytmu bez liczlmgarytmowanej)

z ,log10” (czyli z liczb 1) wiadczy o tym, e zrozumienie, czym jest logarytm, neookaza si nie
lada wyzwaniem. Dla sporej czi absolwentow szk6 , w ktérych edukacja kmy si egzaminem
maturalnym, logarytm pozostaje jedynie nic nieznagm, skomplikowanym zapisem symbolicznym.

Przyk ad 21.
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Przyk ad 22.

Cz sto w arkuszach maturalnych, wype nionych przez zgah, ktérzy podjli préb rozwi zania
omawianego zadania, mma zauway wypisanie wszystkich potrzebnych do rozzénia zadania
wzorow i rownoczenie brak jakiegokolwiek poprawnego pozenia ich z konkretnymi danymi. Taka
sytuacja by a popularna tak w przypadku uczniéw, ktorzy bez szczegdlnychrioud rozwi zali

wi ksz cz zada z arkusza maturalnego. Dla absolwentéw liceowehngkdw matematyka okaza a
si sfer oderwan od rzeczywistych zjawisk. Jest to i sygna, e nauczanie matematyki nie
powinno by jedynie wiczeniem w pos ugiwaniu salgorytmami i wzorami, a zapisy symboliczne nie
mog stanowi wy cznie abstrakcyjnego opisu pojlub dzia a matematycznych.

GEOMETRIA NA P ASZCZY NIE KARTEZJA SKIEJ

Inaczej ni w poprzednich latach najtrudniejszym zadaniem na&iiym z matematyki nie by o zadanie
wymagajce dowodu czy przeprowadzenia rozumowania uzagadego sformu owan w tre ci
zadania tez Tym razem najnszy wynik (poziom wykonania zadania — 15%) gsi 0 zadanie

Z geometrii na p aszczyie kartezjaskiej. Zdajcy nie maj wi kszych k opotéw ze stosowaniem
w asnoci obiektow geometrycznych w uk adzie kartegl@m w sytuacjach, gdy do rozwiania
zadania potrzebna jest pojedyncza untngj , pozwalajca na wskazanie wawej odpowiedzi.
Zadania wymagage jedynie wyznaczenia wspédnych rodka odcinka lub obliczenia
wsp6 rz dnych punktu przeccia dwdch prostych nale zawsze do naj atwiejszych i najbardziej przez
maturzystéw lubianych. Jednak zadanie, w ktérym agansi przeprowadzenia kilkuetapowego
rozumowania, dla ogromnej viszo ci maturzystéw staje sprzeszkod nie do pokonania.

Oto zadanie, ktore przysporzy o zdajm matematyk najwi cej trudnoci.

Zadanie 13. (0-5)
Punkty A=(30,32 i B=(0,8) s s siednimi wierzcho kami czworoka ABCD wpisanego w okg.

Prosta o réwnaniux- y+ 2= 0 jest jedyrosi symetrii tego czworoka i zawiera przekn AC.
Oblicz wsp6 rzdne wierzcho kowC i D tego czworokta.

Aby rozwi za zadanie, nale o wykaza si umiej tno ciami wyznaczania rOwnania prostej, ktora jest
prostopad a do prostej danej w postaci kierunkow@rzechodzi przez dany punkt, obliczania
wsp6 rz dnych punktu przeccia dwdch prostych, a taé& wyznaczania wspo rdnych rodka odcinka.
Nale a o jednak umiefnie opracowastrategi prowadzc do znalezienia wspoé rdnych punktowC

i D dwoch ssiednich wierzcho kéw deltoidu (tj. czwordlk maj cego dok adnie jedno symetrii).

Aby obliczy wspo rz dne punktD, ktory jest obrazem danego punBw symetrii osiowej wzgldem
danej prostej zawieragej odcinekAC, wystarczy o znale réwnanie prostej prostopad ej do danej,
przechodzcej przez dany punkt, a naghie wyznaczy wspo rzdne punktu przeccia obu prostych.
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Tak wyznaczony punkt przecia prostych jestrodkiem odcinkaBD, ktérego jeden z kacdéw podano

w tre ci zadania. Zatem wyznaczenie wspddmzych drugiego koca odcinka przy znanych
wspo rzdnych rodka odcinka i pierwszego z kodw nie powinno stanowi trudnoci dla
przyst puj cych do matury, zw aszcza ta cz rozwi zania wymaga a prowadzenia rachunkow
jedynie na liczbach ca kowitych.

Do ustalenia wart@i wsp6 rz dnych punktuC wystarczy o wyznaczywspo rz dne punktus— rodka
okr gu opisanego na deltoidzie, na przyk ad z wykoeayistm rownoci d ugo ci odcinkOwASi BS
oraz fakt, e punktS le y na osi symetrii figury. Nagpnie mona by o dodatkowo wykorzysta
informacj o tym, e punktSjest rodkiem odcinkaAC lub rowno d ugo ci odcinkbwASi CS Tym
razem rachunki wymaga y dzia aa liczbach wymiernych (u amki o mianowniku 3).

Z powy szego opisu wynika,e umiejtno ci niezb dne do rozwizania zadania nie wykraczay poza
zakres podstawowy. Kolejne etapy rozzdnia za s naturaln konsekwencj w asnoci obiektéw
geometrycznych wskazanych w zadaniu.

Poni ej zamieszczono przyk adowe poprawne rozamia zadania. W przyk adzie 23. zdgj
przedstawi rozwizanie w ujciu takim, jak opisano powej, w przyk adzie 24. zdagy wykorzysta
réwnanie okrgu przechodzego przez punktsBD do wyznaczenia wspo rdnych punktuC.
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Przyk ad 23.
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Przyk ad 24.
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Do wyznaczenia wspo rdnych wierzcho k&€ ¢z~ zdaj cych korzysta a z faktuge tréjk t ABCjest
prostoktny (konsekwencja wpisania deltoidu w affy. Poniej przyk ad takiego rozwkania
(przyk ad 25.), w ktérym, dugo odcinka AC zostaa policzona hdnie. Zdajcy zastosowa
twierdzenie Pitagorasa. Z kolei w przyk adzie 2fajzy zapisuje rownanie prostB[C, prostopad ej

do prostejAB, ale pope nia bd rachunkowy 1+%’ :%6) :

Przyk ad 25.

Przyk ad 26.
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Oprocz b déw rachunkowych maturzgi pope nialite b dy merytoryczne. W ponszym przyk adzie
zdaj cy umieci punktB b dnie na osDx

Przyk ad 27.
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W kolejnym zamieszczonym tu rozvzaniu zdajcy wykorzysta poprawnie fakt wygtowania kta
prostego przy wierzcho kB i wyznaczy wspo rzdne punktuC. Niestety, w dalszej czci b dnie
przyj , ekt przy wierzcho kuC rownie jest prosty.

Przyk ad 28.
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Rozwi zania, w ktérych zastosowano poprawne rozumowaaigygkznaczenia jednego wierzcho ka
i korzystano z b dnych wnioskéw przy wyznaczaniu drugiego wierzcho kdarza y si stosunkowo
cz sto. Najbardziej powszechne jednak by o opuszczaadania, a tale brak nawet niewielkiego
post pu przy podejmowanych prébach rozeania. W przyk adzie 29. zdajy obliczy jedynie d ugo
odcinkaAB. W kolejnym rozwizaniu (przyk ad 30.) zdagy podj prob zapisania prostej prostopad ej
do danej, ale przyj niew a ciwy wspo czynnik kierunkowy.

Przyk ad 29.

Przyk ad 30.

Analiza rozwiza zadania maturalnego z geometrii analitycznej ni® en prowadzi do

optymistycznych wnioskéw. Uzyskany przez maturzwstaiski wynik jest wanym sygnaem
dotycz cym koniecznoci zmiany podejcia do nauczania umigpo ci potrzebnych do rozwzywania
zagadnie geometrycznych na p aszcmje kartezjaskiej.

Whioski i rekomendacje

Egzamin maturalny z matematyki paziomie podstawowympotwierdzi, e zadania sprawdzaje
pojedyncze, nieskomplikowane, umitjo ci na ogd nie sprawiajtrudnoci absolwentom licedw

i technikbw. W tym roku najlepsze wyniki zday uzyskali za zadania geometryczne. W skali kraju
88% zdajcych poprawnie zastosowa o zale mi dzy k tem rodkowym i ktem wpisanym, przy
czym doda naley, e w zadaniu trzeba by o tewykaza si znajomoci wasnoci k tow
wierzcho kowych i znajomai sumy miar ktow w tréjk cie. Wysoki odsetek maturzystéw (87%)
potrafi wykorzysta fakt, e wspo rzdne rodka odcinka s rednimi arytmetycznymi odpowiednich
wsp6 rz dnych ko cow odcinka. Ustalenie miar d ugi odcinkéw w figurach podobnych, zw aszcza,
je li rozwa ana sytuacja przedstawiona jest na rysunku, roéwmie stanowi problemu dla
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zdecydowanej wkszo ci zdaj cych. Wysoki odsetek zdajych, ktdrzy poprawnie wyznaczyli warto
funkcji sinus przy danym tangensie tego samega,ka take tych, ktérzy poprawnie odczytali
z rysunku zbior wartai funkcji, potwierdzaj, e rozwi zanie zadania w przypadku, gdy rieve jest
wykorzystanie graficznej interpretacji poj najcz ciej ko czy si sukcesem.

Napoziomie rozszerzonymnszczegdlnie dobre rezultaty zdaj uzyskali w zadaniach, wymagaych
jedynie zastosowania wzoréw, co potwierdzili w syjach, sprawdzagych znajomo wzoréw
skréconego mneenia i na funkcj pochodn.

Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki paziomie rozszerzonymujawni, e powany
problem stanowi opanowanie przez absolwentéw licetaghnikow umiejtno ci z zakresu geometrii
na p aszczynie kartezjaskiej. Cho pojedyncze umieino ci wydaj si by dobrze opanowane przez
maturzystéw, to rozwianie zadania sprawdzeggo te same umidpo ci, ale w po czeniu
z koniecznoci  przeprowadzenia kilkuetapowego rozumowania i wykstania konkretnych
w asnoci rozwaanych figur geometrycznych jest nierizwwe do zrealizowania w przypadku
zdecydowanej wkszoci zdaj cych matur. Jest to szczegdlnie niepokog w sytuacji, gdy na
poziomie rozszerzonym najtrudniejszym zadaniem wjkasi takie, kiére wymaga zastosowania
wy cznie umiejtno ci, przypisanych w podstawie programowej do poziorpadstawowego
i zaplanowania kolejnych krokéw poszukiwania rozania. Warto podkré , e konieczne w tym
zadaniu do wykonania rachunki wymaga y jedynie apigna liczbach ca kowitych b na u amkach
0 jednocyfrowym mianowniku.

Geometria na p aszcayie kartezjaskiej nie moe by przez uczniéw sprowadzona jedynie do zestawu
wzoréw. Wane jest, by maturzgi mieli okazj po czy wasnoci figur geometrycznych

z zale no ciami, wynikaj cymi z po oenia figury w uk adzie wspé rdnych. Warto zactta uczniow

do rozwiazywania tych samych probleméw w geomstatodami osadzonymi w tradycyjnej geometrii
euklidesowej, jak i na p aszcayie kartezjaskiej, by eliminowa powstawanie sztucznej bariery, ktéra
utrudnia maturzystom opracowanie strategii, wymaggjjopisania w asnai figur geometrycznych

z wykorzystaniem wsp6 renych punktéw i réwna odpowiadajcych obiektom osadzonym
w uk adzie wspo rainych.

Analiza rozwi za , przedstawionych w pracach maturalnych z matemapgzwala zauway tak e,

e czsto zdajcy stosuj skomplikowane narzizia w prostych sytuacjach, poszukudpowiedzi
wed ug ci le wyuczonego algorytmu, nie zwa ¢ nato, e rozwi zanie mona znale , o wiele atwiej

i szybciej, jeli wykorzysta si wasnoci konkretnych obiektébw matematycznych, na przyk ad
poszukiwanie pierwiastkow tréjmianu kwadratowegi@zale nie od postaci tego tréjmianu, odbywa
si z uyciem wyré nika (liczenie delty), a pozbywanie smianownika w przypadku nieréwng
realizowane jest przez mrenie przez kwadrat wyrania z mianownika, nawet w sytuacji, gdy
mianownik jest zawsze dodatni. W przypadku zadgometrycznych zdajy cz sto stosuj
czasoch onne algorytmy i nie majawyku poszukiwania takich metod rozwania, ktére pozwalaj
na znalezienie odpowiedzi w krotkim czasie. Wielmypz ych maturzystow traktuje matematykk
zestaw gotowych algorytmow i procedur, ktérych @asstvanie pozwala poprawnie rozeé zadania

i w konsekwencji zda egzamin. Stosowanie wyuczonych algorytméw wediiu do pozytywnego
wyniku egzaminu nie zawsze oznacza dobor trafnyatodh do poszukiwania odpowiedzi na
postawione pytania. Nauczycielom trudno jest zmidakie podejcie uczniéw. Warto jednak, tam
gdzie to moliwe, odchodzi w procesie nauczania od stosowania wgnie popularnych algorytmow
i pokazywa przyszym maturzystom alternatywne cip zagadnienia, pozwalage na szybsze
rozwi zanie problemu.

Do zada, ktére sprawiaj maturzystom najwicej trudnoci, nale te wymagajce uzasadnienia
prawdziwoci twierdzenia lub w asngi obiektow matematycznych, szczegdlnie z zakrdgabay.
Zadania ze sformu owaniem ,uzasadng; s bardzo czsto pomijane. W przypadku podejmowania
préby rozwi zania typowym b dem jest ograniczenie silo sprawdzenia prawdziwad wzoru lub tezy
twierdzenia jedynie w konkretnym przypadku. Innyatwym do zaobserwowania nawykiem jest
pomijanie istotnej cz ci rozumowania lub zapisywanie sformu owania wistgczywiste jest...” bez
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jakichkolwiek komentarzy w kluczowych miejscach guigtawianego uzasadnienia. Zdgj powinni
mie wiadomo , e stosowanie wyej wspomnianych zabiegdw nie przyczyni sio poprawienia
wyniku egzaminu.

Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki pozwaaobserwowa niepokojc sytuacj.
Stosunkowo czto dao si zauway ni szy wynik za rozwizanie problemow typowych ni
w przypadku zada wymagajcych opanowania z onych umiejtno ci — u tego samego zdaggo.
Zadania, dotykage elementarnych zagadnjedla cz ci maturzystow stanowiy punkt wyjia do
komplikowania typowych probleméw i wyszukiwania Ba pu apek, ktére w rzeczywistt nie
wyst powa y. Na przyk ad zdarza y gprace maturzystéw, niemagych zadowoli si rozwi zaniem
prostej nierdwncci trygonometrycznej i prezentujych w zamian nietypowe metody rozea , ktore
wr ¢z nie mog y doprowadzido znalezienia w &iwej odpowiedzi w typowym zadaniu. W trakcie
nauki, take w ramach przygotowania do matury, nglpamita, e podstaw sukcesu jest dobre
opanowanie umieino ci elementarnych. Skupianie siwy cznie na poszukiwaniu rozwaa
zagadnie nietypowych moe przyczyni si w efekcie do uzyskania rezultatéw pajipotencjalnych
mo liwo ci. Takie dowiadczenie nie by o obce uczniom, ktorzy zrezygriowa utrwalania
umiej tno ci mniej wyrafinowanych na rzecz poszukiwania peohdw nietypowych.

Warto na koniec podkre , e wi kszo maturzystow potrafia poprawnie rozwa zadania,
wymagajce zastosowania konkretnego wzoru i odwaej si do pojedynczych umigjno ci,
zapisanych w podstawie programowej. @ie, i na ogé poprawnie, rozwiywane byy przez
maturzystéw zadania, w ktdrych zamieszczono ryswrak takie, w ktérych spordzenie rysunku
u atwia o rozwizanie. Trzeba zaznaczy e do zada z dobrym wynikiem naleay te takie, ktore
wymagay przeprowadzenia krétkiego rozumowania lub czenia kilku wasnai obiektéw
matematycznych. Daje sednak zauway , e te same osoby, ktory uzyskujobry wynik na maturze
Z poziomu podstawowego, hie potrafiozwi za wi kszoci zada z poziomu rozszerzonego.
W procesie edukacji wae jest, by kszta ceniu umiépo ci z poziomu rozszerzonego nada
réwnorz dne znaczenie jak utrwalaniu umitjo ci z poziomu podstawowego.



