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Matematyka 

Poziom podstawowy 

1. Opis arkusza  

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym sk
ada
 si�  z 25 zada�  zamkni� tych 
wyboru wielokrotnego oraz 9 zada�  otwartych, w tym 6 zada�  krótkiej odpowiedzi i 3 zada�  
rozszerzonej odpowiedzi. Zadania sprawdza
y wiadomo� ci oraz umiej� tno� ci opisane w pi� ciu 
obszarach wymaga�  ogólnych podstawy programowej matematyki: wykorzystanie i tworzenie 
informacji  (pi��  zada�  zamkni� tych i jedno zadanie otwarte krótkiej odpowiedzi), wykorzystanie  
i interpretowanie reprezentacji (czterna� cie zada�  zamkni� tych i dwa zadania otwarte krótkiej 
odpowiedzi), modelowanie matematyczne (dwa zadania zamkni� te, jedno zadanie otwarte krótkiej 
odpowiedzi i jedno zadanie otwarte rozszerzonej odpowiedzi), u� ycie i tworzenie strategii (cztery 
zadania zamkni� te, dwa zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi) oraz rozumowanie i argumentacja 
(dwa zadania otwarte krótkiej odpowiedzi). Za rozwi� zanie wszystkich zada�  zdaj� cy móg
 otrzyma�  
50 punktów. 

2. Dane dotycz� ce populacji zdaj� cych 

Tabela 1. Zdaj� cy rozwi� zuj� cy zadania w arkuszu standardowym* 

Liczba zdaj� cych ����  

Zdaj� cy rozwi� zuj� cy 
zadania w arkuszu 
standardowym 

z liceów ogólnokszta
c� cych ���� �
z techników ���� �
ze szkó
 na wsi ��� �
ze szkó
 w miastach do 20 tys. mieszka� ców �	�� �
ze szkó
 w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszka� ców ���� �
ze szkó
 w miastach powy� ej 100 tys. mieszka� ców ��
� �
ze szkó
 publicznych ���	 �
ze szkó
 niepublicznych ��� �
kobiety �	�� �
m�� czy� ni ���� �
bez dysleksji rozwojowej ���	 �
z dysleksj�  rozwojow�  ��� �

 
* Dane w tabeli dotycz�  wszystkich tegorocznych absolwentów. 

 
 
Tabela 2. Zdaj� cy rozwi� zuj� cy zadania w arkuszach dostosowanych 

Zdaj� cy 
rozwi� zuj� cy zadania 
w arkuszach w wersji  
dostosowanej 

z autyzmem, w tym z zespo
em Aspergera 5 
s
abowidz� cy  6 
niewidomi 0 
s
abos
ysz� cy 5 
nies
ysz� cy 2 

 ogó
em 18 
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3. Przebieg egzaminu  
 

Tabela 3. Informacje dotycz� ce przebiegu egzaminu (w okr� gu OKE we Wroc
awiu) 

Termin egzaminu 5 maja 2016 r. 
Czas trwania egzaminu 170 minut 
Liczba szkó
 518 
Liczba zespo
ów egzaminatorów 32 
Liczba egzaminatorów 759 
Liczba obserwatorów1 (§ 8 ust. 1) 56 
Liczba 
uniewa� nie� 2 

w przypadku: 
art. 44zzv 

pkt 1 
stwierdzenia niesamodzielnego 
rozwi� zywania zada�  przez zdaj� cego 0 

art. 44zzv 
pkt 2 

wniesienia lub korzystania przez 
zdaj� cego w sali egzaminacyjnej 
z urz� dzenia telekomunikacyjnego 

0 

art. 44zzv 
pkt 3 

zak
ócenia przez zdaj� cego prawid
owego 
przebiegu egzaminu 0 

art. 44zzw 
ust. 1. 

 

stwierdzenia podczas sprawdzania pracy 
niesamodzielnego rozwi� zywania zada�  
przez zdaj� cego 

0 

art. 44zzy 
ust. 7 

stwierdzenie naruszenia przepisów 
dotycz� cych przeprowadzenia egzaminu  

0 

art. 44zzy 
ust. 10 

niemo� no��  ustalenia wyniku (np. 
zagini� cie karty odpowiedzi) 

0 

inne 0 
Liczba wgl� dów2 (art. 44zzz) 393 
Liczba prac, w których nie podj� to rozwi� zania zada�   

* Dane dotycz�  obu poziomów egzaminu (podstawowego i rozszerzonego) 
� cznie. 

 

  

                                                 
1Na podstawie rozporz� dzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 25 czerwca 2015 r. w sprawie szczegó
owych warunków 
i sposobu przeprowadzania sprawdzianu, egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2015, poz. 959).. 
2Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze�nia 1991 r. o systemie o� wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2015, poz. 2156, ze zm.). 
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4. Podstawowe dane statystyczne  

Wyniki zdaj � cych  

 
 

 

Wykres 1. Rozk
ad wyników zdaj� cych 

 

Tabela 4. Wyniki zdaj� cych – parametry statystyczne*  

 

Zdaj � cy Liczba 
zdaj� cych 

Minimum 
(%)  

Maksimum 
(%) 

Mediana 
(%) 

Modalna 
(%) 

� rednia 
(%) 

Odchylenie 
standardowe 

(%) 

Odsetek 
sukcesów** 

ogó
em ����� �� �

� ��� �
� �	� ��� ���

w tym:  

z liceów 
ogólnokszta
c� cych ����� �� �

� ��� �

� �
� ��� ���

z techników ����� �� �

� 	�� �
� 	�� ��� ���

bez dysleksji 
rozwojowej ���	� �� �

� ��� �
� �	� ��� ���

z dysleksj�  
rozwojow�  ���� 	� �

� 	�� 		� ��� ��� ���

 
* Parametry statystyczne podane zosta
y dla grup licz� cych 100 lub wi� cej zdaj� cych. 
** Dane dotycz�  tegorocznych absolwentów, którzy przyst� pili do wszystkich egzaminów obowi� zkowych.  
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Poziom wykonania zada�   

Tabela 5. Poziom wykonania zada�  
 

Numer 
zadania 

w 
arkuszu 

Wymaganie ogólne Wymaganie szczegó
owe 

Poziom 
wykonania 

zadania 
(%)  

1.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

1. Liczby rzeczywiste. Zdaj� cy oblicza pot� gi 
o wyk
adnikach wymiernych i stosuje prawa dzia
a�  na 
pot� gach o wyk
adnikach wymiernych (1.4). 

���

2.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

1. Liczby rzeczywiste. Zdaj� cy wykorzystuje definicj�  
logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm 
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm pot� gi 
o wyk
adniku naturalnym (1.6). 

���

3.  
III. Modelowanie 
matematyczne. 

1. Liczby rzeczywiste. Zdaj� cy wykonuje obliczenia 
procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (1.9). ���

4.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

2. Wyra� enia algebraiczne. Zdaj� cy u� ywa wzorów 

skróconego mno� enia na ( )2
a b±  oraz 2 2a b-  (2.1). 

���

5.  
I. Wykorzystanie i tworzenie 
informacji. 

3. Równania i nierówno�ci. Zdaj� cy sprawdza, czy dana 
liczba rzeczywista jest rozwi� zaniem równania lub 
nierówno�ci (3.1). 

���

6.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

8. Geometria na p
aszczy� nie kartezja� skiej. Zdaj� cy 
oblicza wspó
rz� dne punktu przeci� cia dwóch prostych 
(8.4). 

���

7.  
IV. U� ycie i tworzenie 
strategii. 

7. Planimetria. Zdaj� cy stosuje zale� no� ci mi� dzy k� tem 
� rodkowym i k� tem wpisanym (7.1). ���

8.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

4. Funkcje. Zdaj� cy pos
uguje si�  poznanymi metodami 
rozwi� zywania równa�  do obliczenia, dla jakiego 
argumentu funkcja przyjmuje dan�  warto��  (4.2). 

���

9.  II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

3. Równania i nierówno�ci. Zdaj� cy rozwi� zuje proste 
równania wymierne, prowadz� ce do równa�  liniowych 

lub kwadratowych, np. 1
2

3
x
x

+
=

+
, 1

2
x

x
x
+

=  (3.8). 
���

10.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

4. Funkcje. Zdaj� cy odczytuje z wykresu w
asno� ci 
funkcji – zbiór warto� ci (4.3). ���

11.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

4. Funkcje. Zdaj� cy odczytuje z wykresu w
asno� ci 
funkcji – punkty, w których funkcja przyjmuje 
w podanym przedziale warto��  najwi� ksz�  lub 
najmniejsz�  (4.3). 

���

12.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

4. Funkcje. Zdaj� cy oblicza ze wzoru warto��  funkcji dla 
danego argumentu (4.2). ���

13.  
IV. U� ycie i tworzenie 
strategii. 

6. Trygonometria. Zdaj� cy korzysta z przybli� onych 
warto� ci funkcji trygonometrycznych (6.2). ���

14.  
III. Modelowanie 
matematyczne. 

5. Ci� gi. Zdaj� cy stosuje wzór na n-ty wyraz i na sum�  n 
pocz� tkowych wyrazów ci� gu arytmetycznego (5.3). ���

15.  
I. Wykorzystanie i tworzenie 
informacji. 

5. Ci� gi. Zdaj� cy bada, czy dany ci� g jest arytmetyczny 
lub geometryczny (5.2). �	�

16.  
I. Wykorzystanie i tworzenie 
informacji. 

7. Planimetria. Zdaj� cy rozpoznaje trójk� ty podobne 
i wykorzystuje cechy podobie� stwa trójk� tów (7.3). �	�

17.  
IV. U� ycie i tworzenie 
strategii. 

6. Trygonometria. Zdaj� cy, znaj� c warto��  jednej 
z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza warto� ci 
pozosta
ych funkcji tego samego k� ta ostrego (6.5). 

�
�

18.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

SP9. Wielok� ty, ko
a, okr� gi. Zdaj� cy ustala mo� liwo��  
zbudowania trójk� ta (SP9.2). �	�

19.  
IV. U� ycie i tworzenie 
strategii. 

7. Planimetria. Zdaj� cy korzysta z w
asno� ci stycznej do 
okr� gu i w
asno� ci okr� gów stycznych (7.2). ���
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20.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

8. Geometria na p
aszczy� nie kartezja� skiej. Zdaj� cy 
bada równoleg
o��  i prostopad
o��  prostych na 
podstawie ich równa�  kierunkowych (8.2). 

�
�

21.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

8. Geometria na p
aszczy� nie kartezja� skiej. Zdaj� cy 
wyznacza wspó
rz� dne � rodka odcinka (8.6). ���

22.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria 
prawdopodobie� stwa i kombinatoryka. Zdaj� cy oblicza 
prawdopodobie� stwa w prostych sytuacjach, stosuj� c 
klasyczn�  definicj�  prawdopodobie� stwa (10.3). 

���

23.  I. Wykorzystanie i tworzenie 
informacji. 

9. Stereometria. Zdaj� cy rozpoznaje w walcach 
i sto� kach k� ty mi� dzy odcinkami i p
aszczyznami (9.3). ���

24.  
I. Wykorzystanie i tworzenie 
informacji. 

9. Stereometria. Zdaj� cy rozpoznaje w graniastos
upach 
i ostros
upach k� ty mi� dzy odcinkami i p
aszczyznami 
(9.2). 

���

25.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

G9. Statystyka opisowa i wprowadzenie do rachunku 
prawdopodobie� stwa. Zdaj� cy wyznacza � redni�  
arytmetyczn�  i median�  zestawu danych (G9.4). 

���

26.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

G9. Statystyka opisowa i wprowadzenie do rachunku 
prawdopodobie� stwa. Zdaj� cy wyznacza � redni�  
arytmetyczn�  i median�  zestawu danych (G9.4). 
1. Liczby rzeczywiste. Zdaj� cy oblicza b
� d 
bezwzgl� dny i b
� d wzgl� dny przybli� enia (1.7). 

�
�

27.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie reprezentacji. 

3. Równania i nierówno�ci. Zdaj� cy rozwi� zuje 
nierówno�ci kwadratowe z jedn�  niewiadom�  (3.5). ���

28.  
I. Wykorzystanie i tworzenie 
informacji 

3. Równania i nierówno�ci. Zdaj� cy korzysta z w
asno� ci 
iloczynu przy rozwi� zywaniu równa�  typu 

( )( )1 7 0x x x+ - =  (3.7). 
�
�

29.  
V. Rozumowanie 
i argumentacja. 

7. Planimetria. Zdaj� cy rozpoznaje trójk� ty podobne 
i wykorzystuje (tak� e w kontekstach praktycznych) 
cechy podobie� stwa trójk� tów (7.3). 

���

30.  V. Rozumowanie 
i argumentacja. 

2. Wyra� enia algebraiczne. Zdaj� cy u� ywa wzorów 

skróconego mno� enia na ( )2
a b±  oraz 2 2a b-  (2.1). 

���

31.  
III. Modelowanie 
matematyczne. 

1. Liczby rzeczywiste. Zdaj� cy wykorzystuje definicj�  
logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm 
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm pot� gi 
o wyk
adniku naturalnym oraz wykorzystuje 
podstawowe w
asno� ci pot� g – równie�  w zagadnieniach 
zwi� zanych z innymi dziedzinami wiedzy, np. fizyk� , 
chemi� , informatyk�  (1.6, 1.5). 

�
�

32.  
IV. U� ycie i tworzenie 
strategii. 

SP9. Wielok� ty, ko
a, okr� gi. Zdaj� cy stosuje 
twierdzenie o sumie k� tów trójk� ta (SP9.3). 
G7. Równania. Zdaj� cy rozwi� zuje równania stopnia 
pierwszego z jedn�  niewiadom�  (G7.3). 

���

33.  IV. U� ycie i tworzenie 
strategii. 

9. Stereometria. Zdaj� cy stosuje trygonometri�  do 
oblicze�  d
ugo� ci odcinków, miar k� tów, pól 
powierzchni i obj� to� ci (9.6). 
G10. Figury p
askie. Zdaj� cy stosuje twierdzenie 
Pitagorasa (G10.7). 

���

34.  III. Modelowanie 
matematyczne. 

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria 
prawdopodobie� stwa i kombinatoryka. Zdaj� cy oblicza 
prawdopodobie� stwa w prostych sytuacjach, stosuj� c 
klasyczn�  definicj�  prawdopodobie� stwa (10.3). 

���

 
 



8 Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2015 
 

 
 
Wykres 2. Poziom wykonania zada�  w obszarze wymaga�  ogólnych 
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Poziom rozszerzony 

1. Opis arkusza  
Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawiera
 5 zada�  zamkni� tych wyboru 
wielokrotnego, 11 zada�  otwartych, w tym 7 zada�  krótkiej i 4 zadania rozszerzonej odpowiedzi. 
Zadania sprawdza
y wiadomo� ci oraz umiej� tno� ci opisane w pi� ciu obszarach wymaga�  ogólnych 
podstawy programowej matematyki: wykorzystanie i tworzenie informacji (jedno zadanie 
zamkni� te), wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (cztery zadania zamkni� te), 
modelowanie matematyczne (trzy zadania otwarte krótkiej odpowiedzi i dwa zadania otwarte 
rozszerzonej odpowiedzi), u� ycie i tworzenie strategii (dwa zadania krótkiej i dwa rozszerzonej 
odpowiedzi) oraz rozumowanie i argumentacja (2 zadania krótkiej odpowiedzi). Za rozwi� zanie 
wszystkich zada�  zdaj� cy móg
 otrzyma�  50 punktów.  

2. Dane dotycz� ce populacji zdaj� cych 

Tabela 6. Zdaj� cy rozwi� zuj� cy zadania w arkuszu standardowym* 

Liczba zdaj� cych ���� �

Zdaj� cy rozwi� zuj� cy 
zadania w arkuszu 
standardowym 

z liceów ogólnokszta
c� cych �

� �
z techników ��� �
ze szkó
 na wsi �� �
ze szkó
 w miastach do 20 tys. mieszka� ców ��
 �
ze szkó
 w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszka� ców ��� �
ze szkó
 w miastach powy� ej 100 tys. mieszka� ców �
� �
ze szkó
 publicznych ���� �
ze szkó
 niepublicznych �
 �
kobiety ��
 �
m�� czy� ni ��� �

 
* Dane w tabeli dotycz�  wszystkich tegorocznych absolwentów. 

 
 
Tabela 7. Zdaj� cy rozwi� zuj� cy zadania w arkuszach dostosowanych 

Zdaj� cy 
rozwi� zuj� cy zadania 
w arkuszach w wersji  
dostosowanej 

z autyzmem, w tym z zespo
em Aspergera 0 
s
abowidz� cy  1 
niewidomi 0 
s
abos
ysz� cy 3 
nies
ysz� cy 2 

 ogó
em 6 
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3. Przebieg egzaminu  
Tabela 8. Informacje dotycz� ce przebiegu egzaminu (w okr� gu OKE we Wroc
awiu) 

Termin egzaminu 9 maja 2016 r. 
Czas trwania egzaminu 180 minut 
Liczba szkó
 341 
Liczba zespo
ów egzaminatorów 32 
Liczba egzaminatorów 759 
Liczba obserwatorów2 (§ 8 ust. 1) 12 
Liczba 
uniewa� nie� 2 

w przypadku: 
art. 44zzv 

pkt 1 
stwierdzenia niesamodzielnego 
rozwi� zywania zada�  przez zdaj� cego 

0 

art. 44zzv 
pkt 2 

wniesienia lub korzystania przez 
zdaj� cego w sali egzaminacyjnej 
z urz� dzenia telekomunikacyjnego 

0 

art. 44zzv 
pkt 3 

zak
ócenia przez zdaj� cego prawid
owego 
przebiegu egzaminu 

0 

art. 44zzw 
ust. 1. 

 

stwierdzenia podczas sprawdzania pracy 
niesamodzielnego rozwi� zywania zada�  
przez zdaj� cego 

0 

art. 44zzy 
ust. 7 

stwierdzenie naruszenia przepisów 
dotycz� cych przeprowadzenia egzaminu  

0 

art. 44zzy 
ust. 10 

niemo� no��  ustalenia wyniku (np. 
zagini� cie karty odpowiedzi) 

0 

inne 0 
Liczba wgl� dów2 (art. 44zzz) 76 
Liczba prac, w których nie podj� to rozwi� zania zada�  1 

* Dane dotycz�  obu poziomów egzaminu (podstawowego i rozszerzonego) 
� cznie. 

 

 

 

  

                                                 
1Na podstawie rozporz� dzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 25 czerwca 2015 r. w sprawie szczegó
owych warunków 
i sposobu przeprowadzania sprawdzianu, egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2015, poz. 959).. 
2Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze�nia 1991 r. o systemie o� wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2015, poz. 2156, ze zm.). 
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4. Podstawowe dane statystyczne  

Wyniki zdaj � cych   

 

Wykres 3. Rozk
ad wyników zdaj� cych 

 

Tabela 9. Wyniki zdaj� cych – parametry statystyczne*  
 

Zdaj � cy Liczba 
zdaj� cych 

Minimum 
(%)  

Maksimum 
(%) 

Mediana 
(%) 

Modalna 
(%) 

� rednia 
(%) 

Odchylenie 
standardowe 

(%) 

ogó
em ����� 
� �

� ��� 	� ��� �	�

w tym:  

z liceów 
ogólnokszta
c� cych �

�� 
� �

� ��� ��� 	
� �	�

z techników ���� 
� ��� �� 	� ��� ���

 
* Dane dotycz�  tegorocznych absolwentów, którzy przyst� pili do wszystkich egzaminów obowi� zkowych.  
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Poziom wykonania zada�   

Tabela 10. Poziom wykonania zada�  

Numer 
zadania  

w 
arkuszu 

Wymaganie ogólne Wymaganie szczegó
owe 

Poziom 
wykonania 

zadania 
(%) 

1.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie 
reprezentacji. 

2. Wyra� enia algebraiczne. Zdaj� cy u� ywa wzorów 

skróconego mno� enia na ( )3
a b±  oraz 3 3a b±  (R2.1). 

���

2.  
I. Wykorzystanie 
i tworzenie 
informacji. 

3. Równania i nierówno�ci. Zdaj� cy stosuje twierdzenie 
o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x – a (R3.4). ���

3.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie 
reprezentacji. 

4. Funkcje. Zdaj� cy na podstawie wykresu funkcji y = f(x) 
szkicuje wykresy funkcji y = |f(x)|, y = c·f(x), y = f(cx) (R4.1). ���

4.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie 
reprezentacji. 

11. Rachunek ró� niczkowy. Zdaj� cy oblicza pochodne funkcji 
wymiernych (R11.2). ���

5.  
II. Wykorzystanie 
i interpretowanie 
reprezentacji. 

11. Rachunek ró� niczkowy. Zdaj� cy oblicza granice funkcji 
(i granice jednostronne), korzystaj� c z twierdze�  o dzia
aniach 
na granicach i z w
asno� ci funkcji ci� g
ych (R11.1). 

���

6.  III. Modelowanie 
matematyczne. 

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria 
prawdopodobie� stwa i kombinatoryka. Zdaj� cy oblicza 
prawdopodobie� stwo warunkowe (R10.2). 

	
�

7.  III. Modelowanie 
matematyczne. 

5. Ci� gi. Zdaj� cy rozpoznaje szeregi geometryczne zbie� ne 
i oblicza ich sumy (R5.3). �
�

8.  V. Rozumowanie 
i argumentacja. 

2. Wyra� enia algebraiczne. Zdaj� cy u� ywa wzorów 

skróconego mno� enia na ( )2
a b±  oraz 2 2a b-  (2.1). 

�
�

9.  V. Rozumowanie 
i argumentacja. 

7. Planimetria. Zdaj� cy rozpoznaje figury podobne 
i jednok
adne; wykorzystuje (tak� e w kontekstach 
praktycznych) ich w
asno� ci (R7.4). 

���

10.  IV. U� ycie 
i tworzenie strategii. 

4. Funkcje. Zdaj� cy wykorzystuje w
asno� ci funkcji liniowej 
i kwadratowej do interpretacji zagadnie�  geometrycznych, 
fizycznych itp. tak� e osadzonych w kontek� cie praktycznym) 
(4.12). 

�
�

11.  IV. U� ycie  
i tworzenie strategii. 

6. Trygonometria. Zdaj� cy rozwi� zuje równania i nierówno� ci 
trygonometryczne oraz pos
uguje si�  wykresami funkcji 
trygonometrycznych (R6.6, R6.4). 

�	�

12.  III. Modelowanie 
matematyczne. 

3. Równania i nierówno�ci. Zdaj� cy stosuje wzory Viète’a, 
rozwi� zuje równania i nierówno�ci liniowe i kwadratowe 
z parametrem, rozwi� zuje nierówno�ci kwadratowe z jedn�  
niewiadom�  oraz równania i nierówno�ci z warto� ci�  
bezwzgl� dn�  (R3.1, R3.2, 3.5, R3.9). 

���

13.  IV. U� ycie 
i tworzenie strategii. 

8. Geometria na p
aszczy� nie kartezja� skiej. Zdaj� cy 
wyznacza równanie prostej, która jest równoleg
a lub 
prostopad
a do prostej danej w postaci kierunkowej 
i przechodzi przez dany punkt, oblicza wspó
rz� dne punktu 
przeci� cia dwóch prostych oraz wyznacza wspó
rz� dne � rodka 
odcinka (8.3, 8.4, 8.5). 

���

14.  III. Modelowanie 
matematyczne. 

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria 
prawdopodobie� stwa i kombinatoryka. Zdaj� cy wykorzystuje 
wzory na liczb�  permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji 
z powtórzeniami do zliczania obiektów w bardziej z
o� onych 
sytuacjach kombinatorycznych (R10.1). 

���
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15.  IV. U� ycie 
i tworzenie strategii. 

9. Stereometria. Zdaj� cy rozpoznaje w graniastos
upach 
i ostros
upach k� ty mi� dzy � cianami, stosuje trygonometri�  do 
oblicze�  d
ugo� ci odcinków, miar k� tów, pól powierzchni 
i obj� to� ci (9.4, 9.6). 

���

16.  III. Modelowanie 
matematyczne. 

11. Rachunek ró� niczkowy. Zdaj� cy stosuje pochodne do 
rozwi� zywania zagadnie�  optymalizacyjnych (R11.6). �	�

 

 
 
 
 
 
 

 
 
Wykres 4. Poziom wykonania zada�  w obszarze wymaga�  ogólnych 

 

  



14 Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2015 
 

Komentarz 

ANALIZA JAKO � CIOWA ZADA	  
 
Analiza wyników matury z matematyki na poziomie podstawowym pozwala zauwa� y� , � e do najlepiej 
opanowanych umiej� tno� ci nale��  te, które wymagaj�  zastosowania prostych i cz� sto pojawiaj� cych si�  
w trakcie nauki w
asno� ci figur geometrycznych.  

Naj
atwiejszym zadaniem (poziom wykonania zadania – 87%) okaza
o si�  zadanie badaj� ce poziom 
opanowania umiej� tno� ci stosowania zale� no�ci mi� dzy k� tem � rodkowym i k� tem wpisanym.  

Zadanie 7. (0–1) 
Punkty ABCD le��  na okr� gu o � rodku S (zobacz rysunek). 
Miara k� ta BDC jest równa 
 

A. 91°  
B. 72,5°  
C. 18°  
D. 32°  
 
 
 
 
 
 

 

Wysoki poziom realizacji tego zadania potwierdza fakt opisany w raporcie po badaniach PIZA, � e 
polscy uczniowie do��  dobrze radz�  sobie w sytuacjach typowych, a poprawne rozwi� zanie wynika 
prawie bezpo� rednio z twierdzenia o k� cie � rodkowym i wpisanym, opartych na tym samym 
uku 
okr� gu. Nie bez znaczenia jest te�  zapewne mo� liwo��  „odgadni� cia” poprawnej odpowiedzi poprzez 
porównanie zaproponowanych dystraktorów z miar�  zaznaczonego na rysunku k� ta ADB. 
 
Równie�  bardzo dobrze poradzili sobie maturzy� ci z rozwi� zaniem zadania, w którym trzeba by
o 
wykorzysta�  zale� no��  pomi� dzy wspó
rz� dnymi � rodka i wspó
rz� dnymi ko� ców tego samego odcinka 
(poziom wykonania zadania – 86%). 
 
Zadanie 21. (0–1) 
W uk
adzie wspó
rz� dnych dane s�  punkty ( ), 6A a=  oraz ( )7,B b= . � rodkiem odcinka AB jest 

punkt ( )3, 4A = . Wynika st� d, � e 

A. 5 i 5a b= =             B. 1 i 2a b= - =             C. 4 i 10a b= =             D. 4 i 2a b= - = -    

 
Konstrukcja tego zadania umo� liwia
a zastosowanie kilku strategii jego rozwi� zania. Oprócz 
oczywistej, wynikaj� cej z zastosowania znanego wzoru na wspó
rz� dne � rodka odcinka, mo� na by
o 
zastosowa�  metod�  sprawdzania warunków i po kolei wstawia�  zaproponowane warto� ci a i b. 
Wówczas nie jest potrzebny wspomniany wzór, a wystarczy na przyk
ad sporz� dzi�  stosowny rysunek. 
Zapisy w brudnopisach prac maturalnych potwierdza
y stosowanie takiej strategii. 
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Kolejnym przyk
adem, potwierdzaj� cym tez� , � e maturzy� ci do��  dobrze radz�  sobie w sytuacjach 
typowych jest wysoki poziom wykonania zadania (84%), w którym nale� a
o wykorzysta�  cechy 
podobie� stwa trójk� tów i na podstawie informacji, zawartych na rysunku, poda�  d
ugo��  boku trójk� ta. 
Zawarta w tre� ci zadania informacja o podobie� stwie trójk� tów pozwala
a na trafny wybór w
a� ciwych 
narz� dzi do rozwi� zania przedstawionego problemu. W szczególno� ci, po ustaleniu odpowiednio� ci 
boków oraz skali podobie� stwa, naturalnym by
o utworzenie i rozwi� zanie prostego równania, 
wynikaj� cego z twierdzenia o stosunku odpowiednich boków w trójk� tach podobnych. 

Wysoki poziom wykonania (80%) osi� gn� li zdaj� cy tak� e w przypadku zada� , sprawdzaj� cych 
opanowanie umiej� tno� ci wyznaczania warto� ci funkcji sinus k� ta, dla którego podano warto��  funkcji 
tangens, oraz umiej� tno� ci odczytywania z wykresu funkcji jej zbioru warto� ci.  

Na poziomie rozszerzonym naj
atwiejsze okaza
y si�  zadania, w których trzeba by
o wykaza�  si�  
umiej� tno� ciami, zapisanymi w podstawie programowej w cz�� ci wyznaczaj� cej zakres rozszerzony, 
ale w sytuacjach typowych, odwo
uj� cych si�  do popularnych wzorów lub wymagaj� cych zastosowania 
konkretnego twierdzenia.  

Naj
atwiejsze okaza
o si�  zadanie, wymagaj� ce zastosowania wzoru skróconego mno� enia na sze� cian 
sumy, z poziomem wykonania zadania – 85%. 
 

        
 

Dobry wynik uzyskany przez maturzystów w tym zadaniu zak
óca jednak obserwacja po analizie 
zapisów rozwi� za�  w brudnopisach. Wielu zdaj� cych, poszukuj� c wspó
czynnika przy iloczynie 2xy , 

oblicza
o po kolei wszystkie pozosta
e wspó
czynniki rozwini� cia wyra� enia ( )3
2 3 4x y+ , co 

� wiadczy o mechanicznym stosowaniu wzoru. Takie podej� cie prowadzi
o do wykonywania 
nieprzydatnych oblicze� . Doceni�  jednak nale� y skuteczno��  w poszukiwaniu rozwi� zania w przypadku 
zdecydowanej wi� kszo� ci maturzystów. 
 
W zadaniu, wymagaj� cym zastosowania wzoru na pochodn�  ilorazu funkcji, zdaj� cy osi� gn� li poziom 
wykonania – 79%.  

           
 

Podstawa programowa nauczania matematyki przewiduje obliczanie pochodnych jedynie z wybranych 
funkcji, w szczególno� ci z funkcji wielomianowych i wymiernych. Rezultat osi� gni� ty w tym zadaniu 
wskazuje, � e wi� kszo��  zdaj� cych solidnie opanowa
a umiej� tno��  obliczania pochodnych w tym 
wyznaczonym zakresie. Tegorocznych maturzystów na ogó
 cechuje sprawne pos
ugiwanie si�  
popularnymi algorytmami. 
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W 2016 roku najtrudniejsze na maturze z matematyki okaza
y si�  zadania, w których nale� a
o wykaza�  
prawdziwo��  wzoru lub uzasadni�  w
asno� ci figur geometrycznych. Cz� st�  reakcj�  na samo 
sformu
owanie zawieraj� ce polecenie „wyka� ” lub „uzasadnij” jest opuszczenie zadania. Liczna grupa 
zdaj� cych w ogóle nie podejmuje próby rozwi� zania zada� , wymagaj� cych uzasadnienia tezy, z góry 
rezygnuj� c z mo� liwo� ci uzyskania punktów za umiej� tno��  rozumowania i argumentacji. Regularnie 
w egzaminach maturalnych wyst� puje prawid
owo�� , � e dowód z zakresu algebry okazuje si�  
trudniejszy od dowodu geometrycznego.  
 
Oto najtrudniejsze zadanie z matury na poziomie podstawowym (poziom wykonania zadania – 21%). 

Zadanie 30. (0–2) 
Ci� g ( )na  jest okre� lony wzorem 22 2na n n= +  dla 1n³ . Udowodnij, � e suma ka� dych dwóch 

kolejnych wyrazów tego ci� gu jest kwadratem liczby naturalnej. 

Poni� ej zamieszczono przyk
adowe poprawne rozwi� zania zadania (przyk
ad 1. i 2.).  
Przyk
ad 1. 

  
 
Przyk
ad 2. 

 
  
Wielu maturzystów nie podj� 
o w ogóle próby zmierzenia si�  z problemem zaproponowanym w tre� ci 
zadania. Z kolei du� a grupa zdaj� cych pope
ni
a b
� d polegaj� cy na wnioskowaniu na podstawie analizy 
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sumy s� siednich wyrazów ci� gu w kilku konkretnych przypadkach o w
asno�ciach wszystkich wyrazów 
tego ci� gu. Oto przyk
adowe rozwi� zanie zawieraj� ce ten b
� d. 
 

Przyk
ad 3. 

 
 

Trudno�ci�  w tym zadaniu, któr�  zdaj� cy musieli pokona�  ju�  na samym pocz� tku rozwi� zania, by
o 
zapisanie w sposób ogólny sumy dwóch kolejnych wyrazów danego ci� gu. Niektórzy zdaj� cy pope
niali 
b
� dy rachunkowe przy wyznaczaniu wzorów na kolejne wyrazy ci� gu b� d�  w trakcie przekszta
cania 
otrzymanego wyra� enia, okre� laj� cego sum�  dwóch s� siednich wyrazów. To uniemo� liwia
o pomy� lne 
zako� czenie dowodu (jak w przypadku zilustrowanym w przyk
adzie 4.). 
 

Przyk
ad 4. 

       
 

Okazuje si�  tak� e, � e w wielu przypadkach pomimo przebrni� cia przez pierwszy etap rozwi� zania, nie 
uda
o si�  zdaj� cym doprowadzi�  rozumowania do ko� ca. W przyk
adzie 5. zdaj� cy wyznaczy
 
poprawnie wzór na sum�  dowolnych s� siednich wyrazów, która mo� e by�  zapisana w postaci trójmianu 
kwadratowego. Jednak tym razem mechaniczne obliczanie wyró� nika trójmianu kwadratowego, 
popularnej delty (
 ) nie wystarczy
o do poprawnego doko� czenia rozumowania – pojawi
a si�  wyra� na 
trudno��  w opisie istotnych konsekwencji wyró� nika równego 0.  
 

Przyk
ad 5. 
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Równie�  dowód geometryczny sprawi
 trudno�ci zdaj� cym, cho�  tradycyjnie rezultaty, jakie zdaj� cy 
osi� gn� li w tym przypadku (poziom wykonania zadania – 27%), s�  zdecydowanie lepsze ni�  
w przypadku dowodu algebraicznego. Oto tre��  zadania i poprawne rozwi� zania (przyk
ad 6. i 7.). 

Zadanie 29. (0–2) 

Dany jest trójk� t prostok� tny ABC. Na przyprostok� tnych AC i AB tego trójk� ta obrano odpowiednio 

punkty D i G. Na przeciwprostok� tnej BC wyznaczono punkty E i F takie, � e  

(zobacz rysunek). Wyka� , � e trójk� t CDE jest podobny do trójk� ta FBG. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Przyk
ad 6.  

 
 
Przyk
ad 7. 
 

     
 
Po analizie rozwi� za�  zadania zamkni� tego z tego samego arkusza maturalnego, w kontek� cie wielu 
poprawnych rozwi� za�  zadania, zwi� zanego z podobie� stwem trójk� tów mo� na by przypuszcza� , � e 
umiej� tno� ci zwi� zane ze stosowaniem cech podobie� stwa trójk� tów s�  dobrze opanowane. Okazuje si�  
jednak, � e dla maturzystów czym innym jest korzystanie z informacji o tym, � e trójk� ty s�  podobne,  
a czym innym przedstawienie takiej informacji wraz z uzasadnieniem. Szczególnie trudny, w zadaniu 
wymagaj� cym uzasadnienia podobie� stwa figur, by
 brak konkretnych informacji o miarach k� tów 
ostrych w rozpatrywanych trójk� tach. Maturzy� ci na ogó
 dobrze operuj�  na konkretach, a znacznie 
gorzej funkcjonuj�  w sytuacjach takich jak w tym zadaniu, gdy trzeba stwierdzi�  równo��  odpowiednich 
k� tów bez podanej w tre� ci zadania informacji o miarach k� tów. St� d wynikaj�  b
� dne próby 

90DEC BGF= = °� �

A B 

C 

D 

E 

F 

G 
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rozwi� zania zadania, polegaj� ce na ustaleniu konkretnych miar k� tów, jak cho� by na przyk
adzie 
poni� ej. 
 

Przyk
ad 8. 

    
 
Pomimo � e zadania z poleceniem typu: uzasadnij, udowodnij, wyka�  s�  elementem arkuszy 
egzaminacyjnych od wielu lat, w wielu pracach mo� na zauwa� y�  brak do� wiadczenia przy zapisywaniu 
rozwi� zania zadania tego typu. Zdaj� cy niejednokrotnie ma pomys
 na rozwi� zanie problemu, ale nie 
komentuje wa� nych elementów przedstawionego rozwi� zania, co uniemo� liwia przyznanie przez 
egzaminatorów pe
nej liczby punktów. W przyk
adzie 9. zdaj� cy nie poda
, które k� ty w poszczególnych 
trójk� tach maj�  równe miary ani dlaczego te miary s�  równe. Przedstawiono tu odwo
anie si�  do 
przechodnio� ci relacji podobie� stwa, ale nie wskazano � adnej pary równych k� tów ostrych, co musi by�  
potraktowane jako omini� cie istotnego fragmentu rozumowania.  

Przyk
ad 9. 

 

W wielu pracach zdaj� cy korzystaj�  z tezy przy dowodzeniu tej tezy, co � wiadczy o braku zrozumienia 
istoty dowodu. Oto przyk
ad takiego b
� dnego rozumowania. 

Przyk
ad 10. 
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Tylko co trzeci maturzysta poprawnie rozwi� za
 zadanie 34. z rachunku prawdopodobie� stwa. Oto 
poprawne rozwi� zania tego zadania (przyk
ad 11. i 12.).  

Zadanie 34. (0–4) 
Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie bez 
zwracania. Oblicz prawdopodobie� stwo zdarzenia polegaj� cego na tym, � e suma wylosowanych liczb 
b� dzie równa 30. Wynik zapisz w postaci u
amka zwyk
ego nieskracalnego. 

 
Przyk
ad 11. 
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Przyk
ad 12. 
 

   
 
 
Dla wielu maturzystów ju�  pierwszy, zupe
nie elementarny etap rozwi� zania tego zadania sta
 si�  
przekraczaj� cym ich mo� liwo� ci wyzwaniem. Okazuje si� , � e stwierdzenie, ile jest naturalnych liczb 
dwucyfrowych mo� e nie by�  oczywiste. W ustaleniach pojawiaj�  si�  wyniki 89, 91, 99 oraz inne, 
których wyst� pienie trudno wyt
umaczy� . Bardzo cz� sto ustalenie, � e wszystkich liczb naturalnych 
dwucyfrowych jest 90, by
o ostatnim poprawnym zapisem w rozwi� zaniu zadania. Zdaj� cy cz� sto 
uto� samiaj�  t�  liczb�  z liczb�  wszystkich zdarze�  elementarnych (przyk
ad 13.).  
 
Przyk
ad 13. 
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W przypadku cz�� ci zdaj� cych da
o si�  zauwa� y�  pope
nianie b
� du, polegaj� cego na kreowaniu 
sprzeczno� ci w przedstawianym modelu przestrzeni probabilistycznej, pomimo poprawnego 
wyznaczenia liczby wszystkich wyników losowania, o którym mowa w zadaniu. Na przyk
ad przy 
obliczaniu, ile jest wszystkich zdarze�  elementarnych, zdaj� cy nie uwzgl� dniali kolejno� ci losowanych 
liczb, a przy zliczaniu wyników sprzyjaj� cych danemu zdarzeniu uwzgl� dniali t�  kolejno�� . Ten rodzaj 
b
� du ilustruje przyk
ad 14. 
 
Przyk
ad 14. 
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W
asno�ci prawdopodobie� stwa s�  dla wielu maturzystów tre� ciami, które nie koresponduj�  z zapisami 
w prezentowanych przez nich rozwi� zaniach. W wielu pracach zdaj� cy w wyniku obliczenia 
prawdopodobie� stwa otrzymuje, jako wynik ko� cowy, liczb�  wi� ksz�  ni�  jeden. Elementarna w
asno��  

prawdopodobie� stwa, jak�  jest jego warto��  z przedzia
u liczbowego 0,1 , powinna prowadzi�  do 

natychmiastowej weryfikacji rozumowania, w przypadku uzyskania wyniku spoza wspomnianego 
zakresu liczbowego. Tymczasem brak sensowno�ci otrzymanego wyniku nie prowadzi niektórych 
zdaj� cych do � adnej refleksji. Poni� ej przyk
ad 15., ilustruj� cy tak�  sytuacj� . 
 
Przyk
ad 15. 
 

 
 
Na poziomie rozszerzonym najwi� cej trudno� ci tegoroczni maturzy� ci mieli z rozwi� zaniem 
zadania 13., sprawdzaj� cego opanowanie umiej� tno� ci z zakresu geometrii na p
aszczy� nie 
kartezja� skiej. Szczegó
owe omówienie tego zadania zamieszczamy w dalszej cz�� ci niniejszego 
opracowania.  

Równie�  zadanie 9., wymagaj� ce przeprowadzenia rozumowania z wykorzystaniem w
asno� ci 
podobie� stwa figur w planimetrii, mia
o bardzo niski poziom wykonania – 15%. Mniej ni�  co pi� ty 
maturzysta, który wybra
 poziom rozszerzony egzaminu z matematyki, wykaza
 równo��  odcinków – 
co by
o tematem zadania.  
  
Zadanie 9. (0–3) 
Dany jest prostok� t ABCD. Okr� g wpisany w trójk� t BCD jest styczny do przek� tnej BD w punkcie N. 
Okr� g wpisany w trójk� t ABD jest styczny do boku AD w punkcie M, a � rodek S tego okr� gu le� y na 
odcinku MN, jak na rysunku. 

  
Wyka� , � e . MN AD=

A B 

C D 

S 
M N 
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Du� a cz���  zdaj� cych, tak� e ci, którzy dobrze sobie radzili przy rozwi� zywaniu innych zada� , nie 
potrafi
a znale��  w
a� ciwej drogi do wykazania równo� ci odcinków MN i AD. Warto podkre� li �  
natomiast, � e ogromna wi� kszo��  spo� ród tych maturzystów, którzy uzyskali cho� by niewielki post� p 
w rozwi� zaniu zadania, doprowadza
a swoje rozumowanie do ko� ca. 

Dowód algebraiczny równie�  nie by
 
atwym zadaniem. � wiadczy o tym niski poziom wykonania 
zadania – 20%. 

Zadanie 8. (0–3) 
Wyka� , � e dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y takich, � e , prawdziwa jest 
nierówno��  . 
 

W przypadku tego zadania wielu zdaj� cych, po kilku nieudanych próbach równowa� nych przekszta
ce�  
tezy, rezygnowa
o z dalszych poszukiwa�  rozwi� zania. Przy tym zadaniu w arkuszach egzaminacyjnych 
wyst� pi
y do��  chaotyczne zapisy prób rozwi� za� , co sygnalizuje konieczno��  wprowadzenia wi� kszej 
liczby zada�  tego typu do procesu edukacji przysz
ych maturzystów. Absolwenci liceów i techników 
dysponuj�  na ogó
 sporym zasobem narz� dzi matematycznych, pozwalaj� cych uzasadni�  prawdziwo��  
wzorów z zakresu algebry. Tymczasem bardzo popularne okaza
o si�  podj� cie decyzji o rezygnacji  
z doboru odpowiedniego rozumowania do uzasadnienia tezy z tre� ci zadania. Wi� kszo��  zdaj� cych 
opu� ci
a zadanie lub nie potrafi
a zapisa�  w
a� ciwych przekszta
ce� , które prowadzi
yby do wykazania 
prawdziwo� ci w
asno� ci sumy dwóch liczb na podstawie informacji o sumie kwadratów tych liczb. 

Zadanie 15. dotycz� ce zagadnie�  ze stereometrii równie�  nale� a
o do trudnych. 

Zadanie 15. (0–6) 
W ostros
upie prawid
owym czworok� tnym ABCDS o podstawie ABCD wysoko��  jest równa 5, a k� t 
mi� dzy s� siednimi � cianami bocznymi ostros
upa ma miar�  . Oblicz obj� to��  tego ostros
upa. 

Zdaj� cy, którzy podj� li prób�  rozwi� zania tego zadania, mieli k
opot ju�  w pocz� tkowej fazie 
rozwi� zywania zadania. Du� a cz���  zdaj� cych mia
a trudno� ci z wykonaniem przydatnej do 
przeprowadzania rozumowania ilustracji graficznej. Cz���  zdaj� cych ujawni
a brak zrozumienia poj� cia 
k� ta mi� dzy s� siednimi � cianami. Ponadto w gronie zdaj� cych, którzy przebrn� li przez etap tworzenia 
rysunku i interpretacji k� ta dwu� ciennego, wi� kszo��  mia
a problem z zaplanowaniem kolejnych 
kroków, prowadz� cych do poszukiwania odpowiedzi na postawione pytanie. W szczególno� ci trudno 
by
o zdaj� cym wyznaczy�  wielko� ci potrzebne do obliczenia obj� to� ci ostros
upa. Stosowanie 
algorytmów, nawet z
o� onych, jest dla maturzystów znacznie 
atwiejsze ni�  samodzielne opracowanie 
strategii post� powania, a takiego samodzielnego wyboru strategii wymaga
o zadanie, dotycz� ce 
w
asno� ci figur w geometrii przestrzennej. 

 

Problemy „pod lup� ” 

MATEMATYCZNE MODELOWANIE RZECZYWISTO� CI  

Mo� liwo��  zastosowania matematyki jako narz� dzia, umo� liwiaj � cego poznanie otaczaj� cego 
� rodowiska i pozwalaj� cego na opisanie rzeczywistych zagadnie�  za pomoc�  poj��  i regu
 
matematycznych – to jeden z wa� nych powodów powszechnego nauczania tego przedmiotu. Rozumiej�  
to tak� e sami uczniowie, cz� sto powtarzaj� cy argumenty na rzecz konieczno� ci przekazywania 
szczególnie takiego zakresu wiedzy czy umiej� tno� ci, który pozostaje w � cis
ym zwi� zku z konkretami 
i ma prze
o� enie na sytuacje realne. Umiej� tno��  opisu rzeczywisto� ci z wykorzystaniem modelu 
matematycznego to jednak wci��  dla wielu ludzi wchodz� cych w doros
e � ycie sfera nieosi� galna.  

W arkuszu maturalnym z matematyki dla poziomu podstawowego znalaz
o si�  zadanie z tre� ci� , której 
wi� ksz�  cz���  stanowi tekst popularnonaukowy. W zadaniu tym podano wzór opisuj� cy rzeczywiste 
zjawisko.  
 

2 2 2x y+ =
2x y+ £

120°



Matematyka 25 

Zadanie 31. (0–2) 
 

Skala Richtera s
u� y do okre� lania si
y trz� sie�  ziemi. Si
a ta opisana jest wzorem 

0

log
A

R
A

= , gdzie A  oznacza amplitud�  trz� sienia wyra� on�  w centymetrach, 
4

0 10A -= cm jest sta
� , 

nazywan�  amplitud�  wzorcow� . 5 maja 2014 roku w Tajlandii mia
o miejsce trz� sienie ziemi o sile 6,2 
w skali Richtera. Oblicz amplitud�  trz� sienia ziemi w Tajlandii i rozstrzygnij, czy jest ona wi� ksza, czy 
– mniejsza od 100 cm. 
 
Aby rozwi� za�  zadanie, nale� a
o wstawi�  do podanego wzoru odpowiednie warto� ci liczbowe, 
wyst� puj� ce w tre� ci zadania oraz zastosowa�  odpowiednie w
asno� ci logarytmu i pot� gowania, które 
zdaj� cy mog�  odnale��  w dopuszczonym do wykorzystania w trakcie matury zestawie wzorów 
matematycznych. Oto przyk
adowe poprawne rozwi� zania zada� , przedstawione przez tegorocznych 
maturzystów (przyk
ady 16. i 17.). 
 
Przyk
ad 16. 
 

 

 
 

 

Przyk
ad 17. 
 

                   

       
 

 

Dla wielu zdaj� cych rozwi� zanie zadania nie mog
o zako� czy�  si�  sukcesem, poniewa�  mieli powa� ne 
trudno� ci z podstawieniem odpowiednich warto� ci do wzoru. W zamieszczonych przyk
adowych 
rozwi� zaniach (przyk
ad 18. i 19.) pomylono si
�  trz� sienia ziemi z amplitud�  trz� sienia ziemi. 
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Przyk
ad 18. 

 

 

Przyk
ad 19. 
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Innym charakterystycznym b
� dem by
o umieszczanie we wzorze w miejscu amplitudy trz� sienia ziemi 
warto� ci liczbowej, z któr�  nale� a
o ow�  amplitud�  porówna� . Oto przyk
adowe b
� dne podej� cie do 
rozwi� zania problemu. 

Przyk
ad 20. 

 

 

Du� a cz���  zdaj� cych nie mog
a poprawnie odnie��  si�  do sformu
owanego w zadaniu zagadnienia, 
poniewa�  nie przyswoi
a poj� cia logarytmu lub nie potrafi
a zastosowa�  elementarnych w
asno�ci 
logarytmu. Przyk
ady przedstawione poni� ej � wiadcz�  o tym, � e mianownik u
amka, stanowi� cego 
liczb�  logarytmowan� , mo� e by�  postrzegany jako liczba niezwi� zana z logarytmem. Wed
ug cz�� ci 
zdaj� cych, dzi� ki wymno� eniu obu stron nierówno�ci przez mianownik liczby logarytmowanej, mo� na 
pomin��  mianownik liczby logarytmowanej. Dodatkowo w przyk
adzie 21. ujawniono, � e sam symbol 
„log” mo� e by�  traktowany jako liczba/zmienna, przez któr�  mo� na mno� y�  obie strony równania. 
Równie�  w tym przyk
adzie uto� samianie „log10” (tj. symbolu logarytmu bez liczby logarytmowanej) 
z „log10” (czyli z liczb�  1) � wiadczy o tym, � e zrozumienie, czym jest logarytm, mo� e okaza�  si�  nie 
lada wyzwaniem. Dla sporej cz�� ci absolwentów szkó
, w których edukacja ko� czy si�  egzaminem 
maturalnym, logarytm pozostaje jedynie nic nieznacz� cym, skomplikowanym zapisem symbolicznym. 

Przyk
ad 21. 
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Przyk
ad 22. 

 

 

Cz� sto w arkuszach maturalnych, wype
nionych przez zdaj� cych, którzy podj� li prób�  rozwi� zania 
omawianego zadania, mo� na zauwa� y�  wypisanie wszystkich potrzebnych do rozwi� zania zadania 
wzorów i równocze�nie brak jakiegokolwiek poprawnego po
� czenia ich z konkretnymi danymi. Taka 
sytuacja by
a popularna tak� e w przypadku uczniów, którzy bez szczególnych trudno� ci rozwi� zali 
wi� ksz�  cz���  zada�  z arkusza maturalnego. Dla absolwentów liceów i techników matematyka okaza
a 
si�  sfer�  oderwan�  od rzeczywistych zjawisk. Jest to wa� ny sygna
, � e nauczanie matematyki nie 
powinno by�  jedynie � wiczeniem w pos
ugiwaniu si�  algorytmami i wzorami, a zapisy symboliczne nie 
mog�  stanowi�  wy
� cznie abstrakcyjnego opisu poj��  lub dzia
a�  matematycznych.  

 
GEOMETRIA NA P	ASZCZY � NIE KARTEZJA	 SKIEJ  

Inaczej ni�  w poprzednich latach najtrudniejszym zadaniem maturalnym z matematyki nie by
o zadanie 
wymagaj� ce dowodu czy przeprowadzenia rozumowania uzasadniaj� cego sformu
owan�  w tre� ci 
zadania tez� . Tym razem najni� szy wynik (poziom wykonania zadania – 15%) osi� gn� 
o zadanie 
z geometrii na p
aszczy� nie kartezja� skiej. Zdaj� cy nie maj�  wi� kszych k
opotów ze stosowaniem 
w
asno� ci obiektów geometrycznych w uk
adzie kartezja� skim w sytuacjach, gdy do rozwi� zania 
zadania potrzebna jest pojedyncza umiej� tno�� , pozwalaj� ca na wskazanie w
a� ciwej odpowiedzi. 
Zadania wymagaj� ce jedynie wyznaczenia wspó
rz� dnych � rodka odcinka lub obliczenia 
wspó
rz� dnych punktu przeci� cia dwóch prostych nale��  zawsze do naj
atwiejszych i najbardziej przez 
maturzystów lubianych. Jednak zadanie, w którym wymaga si�  przeprowadzenia kilkuetapowego 
rozumowania, dla ogromnej wi� kszo� ci maturzystów staje si�  przeszkod�  nie do pokonania. 
 
Oto zadanie, które przysporzy
o zdaj� cym matematyk�  najwi� cej trudno� ci. 
 
Zadanie 13. (0–5) 
Punkty ( )30, 32A=  i ( )0, 8B =  s�  s� siednimi wierzcho
kami czworok� ta ABCD wpisanego w okr� g. 

Prosta o równaniu  jest jedyn�  osi�  symetrii tego czworok� ta i zawiera przek� tn�  AC. 
Oblicz wspó
rz� dne wierzcho
ków C i D tego czworok� ta. 
 
Aby rozwi� za�  zadanie, nale� a
o wykaza�  si�  umiej� tno� ciami wyznaczania równania prostej, która jest 
prostopad
a do prostej danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt, obliczania 
wspó
rz� dnych punktu przeci� cia dwóch prostych, a tak� e wyznaczania wspó
rz� dnych � rodka odcinka. 
Nale� a
o jednak umiej� tnie opracowa�  strategi�  prowadz� c�  do znalezienia wspó
rz� dnych punktów C 
i D dwóch s� siednich wierzcho
ków deltoidu (tj. czworok� ta maj� cego dok
adnie jedn�  o�  symetrii). 
 
Aby obliczy�  wspó
rz� dne punktu D, który jest obrazem danego punktu B w symetrii osiowej wzgl� dem 
danej prostej zawieraj� cej odcinek AC, wystarczy
o znale��  równanie prostej prostopad
ej do danej, 
przechodz� cej przez dany punkt, a nast� pnie wyznaczy�  wspó
rz� dne punktu przeci� cia obu prostych. 

2 0x y- + =
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Tak wyznaczony punkt przeci� cia prostych jest � rodkiem odcinka BD, którego jeden z ko� ców podano 
w tre� ci zadania. Zatem wyznaczenie wspó
rz� dnych drugiego ko� ca odcinka przy znanych 
wspó
rz� dnych � rodka odcinka i pierwszego z ko� ców nie powinno stanowi�  trudno� ci dla 
przyst� puj� cych do matury, zw
aszcza � e ta cz���  rozwi� zania wymaga
a prowadzenia rachunków 
jedynie na liczbach ca
kowitych. 
 
Do ustalenia warto� ci wspó
rz� dnych punktu C wystarczy
o wyznaczy�  wspó
rz� dne punktu S – � rodka 
okr� gu opisanego na deltoidzie, na przyk
ad z wykorzystaniem równo� ci d
ugo� ci odcinków AS i BS, 
oraz fakt, � e punkt S le� y na osi symetrii figury. Nast� pnie mo� na by
o dodatkowo wykorzysta�  
informacj�  o tym,  � e punkt S jest � rodkiem odcinka AC lub równo��  d
ugo� ci odcinków AS i CS. Tym 
razem rachunki wymaga
y dzia
a�  na liczbach wymiernych (u
amki o mianowniku 3). 
Z powy� szego opisu wynika, � e umiej� tno� ci niezb� dne do rozwi� zania zadania nie wykracza
y poza 
zakres podstawowy. Kolejne etapy rozwi� zania za�  s�  naturaln�  konsekwencj�  w
asno�ci obiektów 
geometrycznych wskazanych  w zadaniu. 
 
Poni� ej zamieszczono przyk
adowe poprawne rozwi� zania zadania. W przyk
adzie 23. zdaj� cy 
przedstawi
 rozwi� zanie w uj� ciu takim, jak  opisano powy� ej, w przyk
adzie 24. zdaj� cy wykorzysta
 
równanie okr� gu przechodz� cego przez punkty ABD do wyznaczenia wspó
rz� dnych punktu C. 
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Przyk
ad 23. 
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Przyk
ad 24. 
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Do wyznaczenia wspó
rz� dnych wierzcho
ka C cz���  zdaj� cych korzysta
a z faktu, � e trójk� t ABC jest 
prostok� tny (konsekwencja wpisania deltoidu w okr� g). Poni� ej przyk
ad takiego rozwi� zania 
(przyk
ad 25.), w którym, d
ugo��  odcinka AC zosta
a policzona b
� dnie. Zdaj� cy zastosowa
 
twierdzenie Pitagorasa. Z kolei w przyk
adzie 26. zdaj� cy zapisuje równanie prostej BC, prostopad
ej 

do prostej AB, ale pope
nia b
� d rachunkowy ( 10 26
8 81+ = ) . 

 
Przyk
ad 25. 

 
 
Przyk
ad 26.  
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Oprócz b
� dów rachunkowych maturzy� ci pope
niali te�  b
� dy merytoryczne. W poni� szym przyk
adzie 
zdaj� cy umie� ci
 punkt B b
� dnie na osi Ox. 
 
Przyk
ad 27. 
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W kolejnym zamieszczonym tu rozwi� zaniu zdaj� cy wykorzysta
 poprawnie fakt wyst� powania k� ta 
prostego przy wierzcho
ku B i wyznaczy
 wspó
rz� dne punktu C. Niestety, w dalszej cz�� ci b
� dnie 
przyj� 
, � e k� t przy wierzcho
ku C równie�  jest prosty. 
 
Przyk
ad 28. 
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Rozwi� zania, w których zastosowano poprawne rozumowanie do wyznaczenia jednego wierzcho
ka 
i korzystano z b
� dnych wniosków przy wyznaczaniu drugiego wierzcho
ka, zdarza
y si�  stosunkowo 
cz� sto. Najbardziej powszechne jednak by
o opuszczanie zadania, a tak� e brak nawet niewielkiego 
post� pu przy podejmowanych próbach rozwi� zania. W przyk
adzie 29. zdaj� cy obliczy
 jedynie d
ugo��  
odcinka AB. W kolejnym rozwi� zaniu (przyk
ad 30.) zdaj� cy podj� 
 prób�  zapisania prostej prostopad
ej 
do danej, ale przyj� 
 niew
a� ciwy wspó
czynnik kierunkowy. 
 
Przyk
ad 29. 

 
 
 
Przyk
ad 30.  

 
 

Analiza rozwi� za�  zadania maturalnego z geometrii analitycznej nie mo� e prowadzi�  do 
optymistycznych wniosków. Uzyskany przez maturzystów niski wynik jest wa� nym sygna
em 
dotycz� cym konieczno� ci zmiany podej� cia do nauczania umiej� tno� ci potrzebnych do rozwi� zywania 
zagadnie�  geometrycznych na p
aszczy� nie kartezja� skiej. 

 

Wnioski i rekomendacje 

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym potwierdzi
, � e zadania sprawdzaj� ce 
pojedyncze, nieskomplikowane, umiej� tno� ci na ogó
 nie sprawiaj�  trudno� ci absolwentom liceów 
i techników. W tym roku najlepsze wyniki zdaj� cy uzyskali za zadania geometryczne. W skali kraju 
88% zdaj� cych poprawnie zastosowa
o zale� no��  mi� dzy k� tem � rodkowym i k� tem wpisanym, przy 
czym doda�  nale� y, � e w zadaniu trzeba by
o te�  wykaza�  si�  znajomo� ci�  w
asno� ci k� tów 
wierzcho
kowych i znajomo� ci�  sumy miar k� tów w trójk� cie. Wysoki odsetek maturzystów (87%) 
potrafi wykorzysta�  fakt, � e wspó
rz� dne � rodka odcinka s�  � rednimi arytmetycznymi odpowiednich 
wspó
rz� dnych ko� ców odcinka. Ustalenie miar d
ugo� ci odcinków w figurach podobnych, zw
aszcza, 
je� li rozwa� ana sytuacja przedstawiona jest na rysunku, równie�  nie stanowi problemu dla 
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zdecydowanej wi� kszo� ci zdaj� cych. Wysoki odsetek zdaj� cych, którzy poprawnie wyznaczyli warto��  
funkcji sinus przy danym tangensie tego samego k� ta, a tak� e tych, którzy poprawnie odczytali 
z rysunku zbiór warto� ci funkcji, potwierdzaj� , � e rozwi� zanie zadania w przypadku, gdy mo� liwe jest 
wykorzystanie graficznej interpretacji poj�� , najcz�� ciej ko� czy si�  sukcesem.  

Na poziomie rozszerzonym szczególnie dobre rezultaty zdaj� cy uzyskali w zadaniach, wymagaj� cych 
jedynie zastosowania wzorów, co potwierdzili w sytuacjach, sprawdzaj� cych znajomo��  wzorów 
skróconego mno� enia i na funkcj�  pochodn� .  

Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym ujawni
, � e powa� ny 
problem stanowi opanowanie przez absolwentów liceów i techników umiej� tno� ci z zakresu geometrii 
na p
aszczy� nie kartezja� skiej. Cho�  pojedyncze umiej� tno� ci wydaj�  si�  by�  dobrze opanowane przez 
maturzystów, to rozwi� zanie zadania sprawdzaj� cego te same umiej� tno� ci, ale w po
� czeniu 
z konieczno� ci�  przeprowadzenia kilkuetapowego rozumowania i wykorzystania konkretnych 
w
asno� ci rozwa� anych figur geometrycznych jest niemo� liwe do zrealizowania w przypadku 
zdecydowanej wi� kszo� ci zdaj� cych matur� . Jest to szczególnie niepokoj� ce w sytuacji, gdy na 
poziomie rozszerzonym najtrudniejszym zadaniem okazuje si�  takie, które wymaga zastosowania 
wy
� cznie umiej� tno� ci, przypisanych w podstawie programowej do poziomu podstawowego 
i zaplanowania kolejnych kroków poszukiwania rozwi� zania. Warto podkre� li � , � e konieczne w tym 
zadaniu do wykonania rachunki wymaga
y jedynie operacji na liczbach ca
kowitych b� d�  na u
amkach 
o jednocyfrowym mianowniku.  

Geometria na p
aszczy� nie kartezja� skiej nie mo� e by�  przez uczniów sprowadzona jedynie do zestawu 
wzorów. Wa� ne jest, by maturzy� ci mieli okazj�  po
� czy�  w
asno�ci figur geometrycznych 
z zale� no� ciami, wynikaj� cymi z po
o� enia figury w uk
adzie wspó
rz� dnych. Warto zach� ca�  uczniów 
do rozwiazywania tych samych problemów w geometrii metodami osadzonymi w tradycyjnej geometrii 
euklidesowej, jak i na p
aszczy� nie kartezja� skiej, by eliminowa�  powstawanie sztucznej bariery, która 
utrudnia maturzystom opracowanie strategii, wymagaj� cej opisania w
asno�ci figur geometrycznych 
z wykorzystaniem wspó
rz� dnych punktów i równa� , odpowiadaj� cych obiektom osadzonym 
w uk
adzie wspó
rz� dnych. 

Analiza rozwi� za� , przedstawionych w pracach maturalnych z matematyki, pozwala zauwa� y�  tak� e, 
� e cz� sto zdaj� cy stosuj�  skomplikowane narz� dzia w prostych sytuacjach, poszukuj�  odpowiedzi 
wed
ug � ci� le wyuczonego algorytmu, nie zwa� aj� c na to, � e rozwi� zanie mo� na znale�� , o wiele 
atwiej 
i szybciej, je� li wykorzysta si�  w
asno� ci konkretnych obiektów matematycznych, na przyk
ad 
poszukiwanie pierwiastków trójmianu kwadratowego, niezale� nie od postaci tego trójmianu, odbywa 
si�  z u� yciem wyró� nika (liczenie delty), a pozbywanie si�  mianownika w przypadku nierówno� ci 
realizowane jest przez mno� enie przez kwadrat wyra� enia z mianownika, nawet w sytuacji, gdy 
mianownik jest zawsze dodatni. W przypadku zada�  geometrycznych zdaj� cy cz� sto stosuj�  
czasoch
onne algorytmy i nie maj�  nawyku poszukiwania takich metod rozwi� zania, które pozwalaj�  
na znalezienie odpowiedzi w krótkim czasie. Wielu przysz
ych maturzystów traktuje matematyk�  jak 
zestaw gotowych algorytmów i procedur, których zastosowanie pozwala poprawnie rozwi� za�  zadania 
i w konsekwencji zda�  egzamin. Stosowanie wyuczonych algorytmów w d�� eniu do pozytywnego 
wyniku egzaminu nie zawsze oznacza dobór trafnych metod do poszukiwania odpowiedzi na 
postawione pytania. Nauczycielom trudno jest zmieni�  takie podej� cie uczniów. Warto jednak, tam 
gdzie to mo� liwe, odchodzi�  w procesie nauczania od stosowania wy
� cznie popularnych algorytmów 
i pokazywa�  przysz
ym maturzystom alternatywne uj� cia zagadnienia, pozwalaj� ce na szybsze 
rozwi� zanie problemu. 

Do zada� , które sprawiaj�  maturzystom najwi� cej trudno� ci, nale��  te wymagaj� ce uzasadnienia 
prawdziwo� ci twierdzenia lub w
asno�ci obiektów matematycznych, szczególnie z zakresu algebry. 
Zadania ze sformu
owaniem „uzasadnij, � e” s�  bardzo cz� sto pomijane. W przypadku podejmowania 
próby rozwi� zania typowym b
� dem jest ograniczenie si�  do sprawdzenia prawdziwo� ci wzoru lub tezy 
twierdzenia jedynie w konkretnym przypadku. Innym 
atwym do zaobserwowania nawykiem jest 
pomijanie istotnej cz�� ci rozumowania lub zapisywanie sformu
owania w stylu „oczywiste jest…” bez 
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jakichkolwiek komentarzy w kluczowych miejscach przedstawianego uzasadnienia. Zdaj� cy powinni 
mie�  � wiadomo�� , � e stosowanie wy� ej wspomnianych zabiegów nie przyczyni si�  do poprawienia 
wyniku egzaminu. 
 
Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki pozwoli
 zaobserwowa�  niepokoj� c�  sytuacj� . 
Stosunkowo cz� sto da
o si�  zauwa� y�  ni� szy wynik za rozwi� zanie problemów typowych ni�  
w przypadku zada� , wymagaj� cych opanowania z
o� onych umiej� tno� ci – u tego samego zdaj� cego. 
Zadania, dotykaj� ce elementarnych zagadnie� , dla cz�� ci maturzystów stanowi
y punkt wyj� cia do 
komplikowania typowych problemów i wyszukiwania na si
�  pu
apek, które w rzeczywisto� ci nie 
wyst� powa
y. Na przyk
ad zdarza
y si�  prace maturzystów, niemog� cych zadowoli�  si�  rozwi� zaniem 
prostej nierówno� ci trygonometrycznej i prezentuj� cych w zamian nietypowe metody rozwi� za� , które 
wr� cz nie mog
y doprowadzi�  do znalezienia w
a� ciwej odpowiedzi w typowym zadaniu. W trakcie 
nauki, tak� e w ramach przygotowania do matury, nale� y pami� ta� , � e podstaw�  sukcesu jest dobre 
opanowanie umiej� tno� ci elementarnych. Skupianie si�  wy
� cznie na poszukiwaniu rozwi� za�  
zagadnie�  nietypowych mo� e przyczyni�  si�  w efekcie do uzyskania rezultatów poni� ej potencjalnych 
mo� liwo� ci. Takie do� wiadczenie nie by
o obce uczniom, którzy zrezygnowali z utrwalania 
umiej� tno� ci mniej wyrafinowanych na rzecz poszukiwania problemów nietypowych. 
 
Warto na koniec podkre� li � , � e wi� kszo��  maturzystów potrafi
a poprawnie rozwi� za�  zadania, 
wymagaj� ce zastosowania konkretnego wzoru i odwo
uj� ce si�  do pojedynczych umiej� tno� ci, 
zapisanych w podstawie programowej. Ch� tnie, i na ogó
 poprawnie, rozwi� zywane by
y przez 
maturzystów zadania, w których zamieszczono rysunek oraz takie, w których sporz� dzenie rysunku 
u
atwia
o rozwi� zanie. Trzeba zaznaczy� , � e do zada�  z dobrym wynikiem nale� a
y te�  takie, które 
wymaga
y przeprowadzenia krótkiego rozumowania lub po
� czenia kilku w
asno� ci obiektów 
matematycznych. Daje si�  jednak zauwa� y� , � e te same osoby, który uzyskuj�  dobry wynik na maturze 
z poziomu podstawowego, nie potrafi�  rozwi� za�  wi� kszo� ci zada�  z poziomu rozszerzonego.  
W procesie edukacji wa� ne jest, by kszta
ceniu umiej� tno� ci z poziomu rozszerzonego nada�  
równorz� dne znaczenie jak utrwalaniu umiej� tno� ci z poziomu podstawowego.  

 


